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del compromiso con la cultura. Él y José Juan, nuestro hermano pequeño, son los siguientes
destinatarios de mi agradecimiento.

Al profesor Hno. Antonio Mart́ınez y a las buenas clases que recib́ı de él, de Matemáticas y
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in Poznań, Umultowska 87, 61–614 Poznań, Poland.



Presentación

. . . pero mañana yo también habré muerto y se confundirán nuestros tiempos
y la cronoloǵıa se perderá en un orbe de śımbolos y de algún modo

será justo afirmar que yo le he tráıdo este libro y que usted lo ha aceptado

Jorge Luis Borges, El Hacedor

El curso 1976-77, después de dos años de estancia postdoctoral en Princeton, José Luis Rubio
de Francia (será casi siempre JLR desde aqúı) tomó posesión de su plaza de Agregado de
Universidad en la Complutense de Madrid, en el Departamento de Teoŕıa de Funciones de
la Facultad de Matemáticas. El que escribe, recién terminada la licenciatura, tuvo la suerte
de entrar, por acuerdo de una Comisión de contratación, como Ayudante de clases prácticas
en el mismo Departamento con Concha Artola, Jesús Garćıa-Gual, Javier Gómez y Joaqúın
Hernández, de dar junto con Concha los problemas de la asignatura Análisis II, dos de cuyos
grupos estuvieron a cargo de José Luis, y de acabar siendo amigo de todos ellos.

Fui además alumno de JLR ese año en Madrid del curso de doctorado que impartió sobre
“Análisis no-estándar” conjuntamente con Mariano Mart́ınez, y asist́ı también como aprendiz al
Seminario de Análisis Armónico “Técnicas de variable real” de Miguel de Guzmán al que JLR
acud́ıa como experto.

De modo que de una manera natural, avanzado el curso le ped́ı a José Luis hacer la tesis
doctoral bajo su supervisión. Enseguida me propuso un tema: Series de Fourier de infinitas
variables, tema con el que él hab́ıa entrado en contacto en su tesis doctoral [98] y que, como
perteneciente al análisis armónico en grupos, estaba también presente en el art́ıculo [99] que
estaŕıa entonces en prensa, o guardaba relación con él. JLR de vez en cuando me explica cosas
personalmente, me escribe algún papel más en limpio, . . . (v. por ej. las Figuras 2.1 y 2.2).

Para el siguiente curso académico 1977-78 JLR se trasladó a Zaragoza. En las navidades del
año 77 me escribe a Madrid una carta que conservo (al final de esta presentación reproduzco una
copia escaneada ı́ntegra; consta de una página de contenido cient́ıfico y más personal, y dos Hojas
de contenido puramente cient́ıfico, todas ellas escritas por ambas caras, (r)ecto y (v)erso). Como
se puede ver, aunque seguramente escrito a vuela pluma, contiene un plan bastante detallado
de lo que podŕıa ser la tesis, con las principales pautas a seguir en la investigación. Según aquel
plan original de JLR, el guión principal del estudio era el siguiente:

1. Propiedades básicas del análisis armónico en el toro infinito Tω:

a) Explicar Tω, Z∞, notación, . . .

b) Relación entre derivación parcial en Tω y coeficientes de Fourier: La implicación

f ∈ C(∞(Tω) =⇒ la serie de Fourier de f es absolutamente convergente.

c) Resultados inmediatos de convergencia de las series de Fourier en Tω mediante ĺımn ĺımm S
n
mf

(en casi todo punto y en norma) por aplicación de los teoremas de Jessen [64, §22], siendo
Snm la suma m-ésima en Tn.

d) Descomposición de Calderón-Zygmund (pero fallo de la diferenciación de integrales) en Tω.

vi
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2. Los espacios Lp̄(Tω) de norma mixta, p̄ = (p1, p2, . . .), 1 ≤ pi ≤ ∞ (estudio generalizable a espacios
producto cartesiano de infinitos espacios de medida finita):

a) Definición apropiada y primeras propiedades. Dualidad. Espacios interpolados.

b) Espacios Lp̄-débiles en Tω. Teorema de interpolación de Marcinkiewicz.

c) Teorema de tipo Stein-Sawyer: acotación (p̄, p̄)-débil para el maximal de una familia de ope-
radores en Tω invariantes por traslaciones.

3. Teoremas de Marcel Riesz en Tω (“casi todo valdrá para
∏∞
j=1Gj con Gj compactos abelianos

conexos”):

a) Estudio de la convergencia en norma de las sumas parciales de series de Fourier para funciones
de Lp(Tω).

b) Estudio de la convergencia en norma de las sumas parciales de series de Fourier para funciones
de Lp̄(Tω), p̄ = (p1, p2, . . .).

c) Estudio de acotaciones (p̄, q̄)-fuertes con normas mixtas, y de convergencia en probabilidad.

4. Otros problemas y extensiones:

a) Algo sobre multiplicadores en general, incluyendo algo de teoŕıa de Littlewood-Paley.

b) Si fuese posible, algo sobre la convergencia a.e. de las series de Fourier en Tω.

Mi trayectoria personal pronto se alejó de la v́ıa universitaria. El curso 1978-79 comencé a
trabajar en el I. B. Sagasta de Logroño, y hacia 1980 renuncié a proseguir con la tesis propuesta
por JLR. Él quedó libre para proponerle el tema a otro estudiante de doctorado, como aśı fue.
Pero la cosa nunca llegó a término, esa tesis, como tal, nunca se escribió. En 1980, JLR publi-
caba [101], donde establećıa, dando un toque a los puntos 3(a)-(b) y 4(b) del guión anterior,
resultados de convergencia en norma y a.e. en Lp(Tω) y Lp̄(Tω), p̄ = (p1, p2, . . .) pero sin detallar
completamente las demostraciones, dando quizás una oportunidad a sus futuros estudiantes. Y
en la sección final especificaba cuatro grandes direcciones de problemas abiertos en el Análisis
de Fourier en Tω, la primera de las cuales se relacionaba con el punto 4.a) anterior:

A) Desarrollar una teoŕıa de Littlewood-Paley en Tω o (casi equivalentemente) dar versio-
nes no triviales de los multiplicadores de Marcinkiewicz-Hörmander.

No conocemos ninguna otra publicación en nuestro páıs que esté estrechamente relacionada
con estudios de Análisis Armónico en Tω en los que JLR estaba interesado (en la URSS a
mediados de los años 80 podemos citar los trabajos de A. D. Bendikov, I. V. Pavlov y A. V.
Skorikov [92] y [6], de los que hablaremos más en el caṕıtulo 3, sobre espacios de norma mixta
en el toro infinito y, en general, en productos infinitos de espacios de probabilidad).

Miguel Ángel Triana, que fue profesor asociado en la Universidad de Zaragoza, hizo en 1979
su Tesina de Licenciatura [116], dirigida por JLR, sobre cierta interpreetación de los espacios LP

de norma mixta en productos finitos de espacios de medida, y presentó un resumen de su trabajo
en [117]. Miguel Ángel, a quien también perdimos prematuramente, fue seguramente el segundo
dedicatario de la sugerencia magistral de JLR. Tal vez aquella primera investigación estuviera
dirigida hacia una posible definición de espacios Lp̄ de norma mixta en Tω. Triana presentó en
1983-84 su Tesis Doctoral Espacios F -normados de funciones y sucesiones vectoriales en la
UNIZAR bajo la supervisión de Bienvenido Cuartero.

Un tercer adjudicatario del tema fue Domingo Pestana (Universidad Carlos III de Madrid),
quien en 2017 le comunicó personalmente a Francisco J. (Pacho) Ruiz (Universidad de Zara-
goza) que tampoco él hab́ıa proseguido aquel estudio después del fallecimiento de José Luis.
Agradecemos a Pacho que nos enviara una copia del siguiente mensaje de correo electrónico que
reproducimos aqúı con su permiso:
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Sobre lo que me preguntas sobre las series de Fourier [en Tω], nunca llegué a hacer una Tesina.
Me presenté a oposiciones de Instituto y para cuando logré acercarme a Madrid, José Luis
falleció. Al poco tiempo empecé una nueva Tesis con Josechu. Aśı que lamento tener malas
noticias en ese sentido. Ya hablé hace un tiempo con Óscar sobre eso. No sé dónde puedo
tener las notas que teńıa sobre el tema. Hace ya 30 años de ello!!! Pero si las encontrara os
las haŕıa llegar (7/6/2017).

Han pasado más de cuarenta años. Con la inestimable ayuda de mis directores Luz Roncal y
Óscar Ciaurri he tratado de escribir alguna parte al menos de aquella tesis que JLR imaginó.
Con que haya prendido en ellos una llamita de curiosidad por el tema Tω yo habré cumplido,
sera tamen, con una vieja e inolvidable obligación amistosa. Creo que Chicho Guadalupe, que
fue tan gran amigo de JLR, y que tan benévolamente propició en su d́ıa mi incorporación a la
Facultad de Matemáticas de la UR como asociado, habŕıa estado feliz pasando estas páginas.

El trabajo consta de cuatro caṕıtulos. En el primero estudiamos los puntos 1.a) y 1.b) del
guión principal antes expuesto. En el segundo los puntos 1.c) y 1.d). En el tercero se desarrollan
los puntos 2.a) y 2.b) siguiendo el camino que marca la Hoja 1 de carácter cient́ıfico (Figuras 3
y 4) de la carta de JLR. Y en el cuarto caṕıtulo los puntos 3.a), 3.b) siguiendo las indicaciones
de la Hoja 2 (Figuras 5 y 6). Añadimos ah́ı una revisión del trabajo que hizo el propio JLR
sobre el punto 4.b) en [101] y finalmente un poco sobre el punto 2.c) (Figura 4, Problema 2).
Salvo otra mención, las pruebas de todos los Lemas y Proposiciones son propias. Quedan aún
sin tocar muchas de las cosas que abŕıa al estudio JLR en aquella carta. En la Conclusión final
se enumeran varios problemas que deja abiertos este trabajo.

Justificando el estudio espećıfico del análisis armónico en Tω como pieza separada del análisis
abstracto en grupos topológicos, en la Introducción de [101] JLR escrib́ıa:

El Análisis de Fourier en Tω ha sido poco tratado. Su interés puede justificarse de un lado
por constituir una extensión lógica del Análisis de Fourier n-dimensional, pero obteniendo
acotaciones que no dependan de la dimensión n. Por otro lado, {e2πixk : k = 1, 2, . . .} es un
sistema de variables aleatorias independientes uniformemente distribuidas en la circunferen-
cia unidad compleja (i.e. una versión complexificada de las funciones de Rademacher), cuya
completación natural en L2 es el sistema trigonométrico sobre Tω, por lo que resultan ser
las series de Fourier de infinitas variables el análogo complejo de las series de Walsh. Las
series de Fourier en Tω tienen también conexión con las series de Dirichlet (v. [17])2 y con
la Teoŕıa de la Predicción (v. [62]). . . .

Por otra parte, hay mucho interés en el toro infinito desde el punto de vista de la Teoŕıa
del Potencial, v. por ejemplo [13, 3, 7, 8, 4]. Aparte de esto, algunos problemas de la Teoŕıa de
Aproximación en Tω se han analizado por ejemplo en [94].

No hace falta subrayar que toda la Memoria está escrita, desde el respeto que todav́ıa hoy
pervive en mı́ hacia su figura, en honor y memoria de José Luis Rubio de Francia, y ya quisiera
que no fuera ese su único valor. Acabaré estas ĺıneas de presentación reproduciendo una traduc-
ción castellana del fragmento clásico con el que Hans Reiter cerraba el prefacio a la 1a edición
(1967) de su libro Classical Harmonic Analysis and Locally Compact Groups, [96]. Que resuenen
aśı en honor de JLR, que las escuchó en su d́ıa como puede atestiguar el apunte que recoge la
Figura 1.1, aquellas antiguas palabras del dios Apolo:

También te ordeno esto: hollar por donde no pasan los carros; llevar el tuyo no por rodadas
comunes al resto de las gentes, no por camino llano sino por sendas sin trillar, aun cuando
tengas que conducir por una más angosta.3

2Presentamos una traducción castellana fragmentaria de esta referencia en el Anexo 2 final.
3Caĺımaco, Ait́ıa, Prólogo, Fragmento 1, ll. 25–28. En Himnos, epigramas y fragmentos, Gredos, Madrid,

1980, p. 139 (trad. de Máximo Brioso Sánchez).
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Figura 1: Carta de JLR, diciembre de 1977. Página personal(r).
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Figura 2: Carta de JLR, diciembre de 1977. Página personal(v).
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Figura 3: Carta de JLR, diciembre de 1977. Hoja 1(r).
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Figura 4: Carta de JLR, diciembre de 1977. Hoja 1(v).
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Figura 5: Carta de JLR, diciembre de 1977. Hoja 2(r).
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1
Propiedades básicas del análisis
armónico en Tω. Primera parte

1.1. El toro infinito Tω. Generalidades

Sea T = {z ∈ C | |z| = 1} el toro unidimensional, identificado de modo natural con el intervalo
[0, 1) a través del isomorfismo entre grupo multiplicativo y grupo aditivo e2πit ←→ t. También
podemos identificar T con el grupo cociente aditivo R/Z. Designamos por Tω el grupo abeliano
compacto constituido por el producto cartesiano de una infinidad numerable de copias de T
(suma directa completa [102, B7., p. 254]). Lo llamaremos abreviadamente toro infinito si no
hay lugar a confusión. La operación del grupo Tω es la suma usual, módulo 1, de sucesiones de
números reales del intervalo [0, 1), con elemento neutro 0 = (0, 0, . . .).

En general, una función compleja γ sobre un grupo localmente compacto abeliano G se llama
un carácter de G si |γ(x)| = 1 para todo x ∈ G y γ(x + y) = γ(x)γ(y) (x, y ∈ G). El conjunto
de los caracteres continuos de G forma un grupo Γ = Ĝ llamado grupo dual de G, definida la
suma de caracteres por

(γ1 + γ2)(x) = γ1(x)γ2(x) (x ∈ G; γ1, γ2 ∈ Γ).

El teorema de dualidad de Pontryagin [102, p. 28] establece que Γ̂ = G, lo que permite escribir
simétricamente 〈x, γ〉 en lugar de γ(x).

Los caracteres continuos del grupo T son las aplicaciones χn(t) = e2πint donde n ∈ Z, de
modo que se puede considerar T̂ = Z. El carácter 0 es el χ0; se tiene 0(t) = 1 para todo t ∈ T.
Vamos a probar a continuación nuestra particularización al grupo Tω del resultado más general
[102, 2.2.3]:

1.1 Proposición. El grupo dual de Tω, que designaremos por Z∞, es la suma directa de una
infinidad numerable de copias de Z, es decir, el subgrupo de Zω que está formado únicamente
por las sucesiones finitamente no nulas de números enteros, es decir, aquellas en las que todos
los términos salvo un número finito son cero:

Z∞ = {n̄ = (n1, n2, . . .) ∈ Zω |nk = 0 ∀k > k0, k0 ∈ N}.

Demostración. En efecto: por un lado, cada sucesión n̄ ∈ Z∞ actúa como carácter continuo en
Tω de forma obvia, a saber,

〈x, n̄〉 = e2πin̄·x = e2πi
∑∞
k=1 nkxk (x ∈ Tω),

ya que la convergencia para todo x ∈ Tω de la serie que aparece en el exponente está asegurada
por ser n̄ una sucesión finitamente no nula.

1
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Para probar que, rećıprocamente, estos son los únicos caracteres continuos en Tω, hay que
recordar por ejemplo que la topoloǵıa producto en Tω es aquella para la cual los conjuntos∏
j∈N Ωj , donde Ωj es un abierto de T para todo j ∈ N y Ωj = T para casi todo j (es decir, para

todo j salvo a lo sumo un número finito de ellos) forman una base de abiertos. Y considerar
también que si γ es un carácter en Tω, 〈x, γ〉 =

∏∞
j=1〈xj , χj〉 donde x = (x1, x2, . . .) y χj es un

carácter en T para cada j ∈ N, de hecho χj(t) = e2πinjt con nj ∈ Z.
Supongamos que fueran distintos de 0 infinitos de estos χj , y sea U un entorno cualquiera

de 0 en Tω. La definición de la topoloǵıa en Tω implica que U restringe a lo sumo un número
finito de las coordenadas xk de los puntos x = (x1, x2, . . .) pertenecientes a él, dejando al resto
de coordenadas recorrer libremente sus correspondientes toros coordenados. Luego existe un
k0 ∈ N tal que la proyección de U en la coordenada xk0 , Uk0 = {(0, . . . , 0, xk0 , 0, . . .)}, es el toro
coordenado Tk0 y χk0 6= 0. Entonces

〈U, γ〉 ⊃ 〈Uk0 , γ〉 = 〈Tk0 , χk0〉 = T

y, por ejemplo, 〈U, γ〉 * V = {z | z = e2πix, |x| < 1/3}. De modo que para este entorno V del
1 de C no hay ningún entorno U del 0 de Tω tal que γ(U) ⊂ V , y el homomorfismo γ no seŕıa
continuo en 0.

Figura 1.1: Apunte bibliográfico de JLR (Madrid 1977).

En las notaciones Tω para el toro infinito (ω es el primer ordinal numerable) y Z∞ para su
grupo dual estamos siguiendo a Walter Rudin [102, p. 38]. Era la notación que usaba JLR ya
desde su tesis doctoral [98], y se encuentra en los trabajos pioneros del análisis de funciones de
infinitas variables [47] y [33]. Jessen [69] y Saks [105, p. 157] denotan Qω al toro infinito. Otras
notaciones son Tℵ0 [63, II, p. 676] o T∞ [13, p. 64]; en este caso, el grupo dual se denota Z(∞), o
Z<∞ [48]. El grupo Z∞ es un conjunto numerable (en general, cuando el grupo G es compacto,
su dual Γ es discreto). El espacio Tω es metrizable. Por ejemplo, la función

d(x, y) =

∞∑
n=1

|xn − yn|
2n

(x, y ∈ Tω) (1.1)

[105, p. 157], [35, III.20 Probl. 7], define una métrica en Tω que denominaremos métrica de Saks
(en la Sección 2.3 trabajamos también con la métrica de Edwards-Saks (2.23)).

Las funciones (reales o, en general, complejas) definidas en Tω se pueden considerar como
funciones periódicas con sistema de peŕıodos (1, 1, . . .) en infinitas (de cardinal numerable) va-
riables reales. Denotamos por L1(Tω) el espacio formado por las funciones de módulo integrable
respecto de la medida de Haar (v. [96, 3.3], [57, XI, §58]) que denotaremos por dx en el grupo
Tω, normalizada de modo que

∫
Tω dx = 1. Esta medida coincide con la medida producto de una

infinidad numerable de copias de la medida de Lebesgue | · | en T [64, 16, §22], de modo que los
conjuntos medibles básicos de Tω son los cilindros (dependiendo del contexto los denominaremos
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también intervalos), denominándo aśı a los subconjuntos de Tω de la forma I =
∏
j∈N Ij , donde

Ij es un intervalo de T para todo j y ∃N ∈ N tal que Ij = T para todo j > N . La medida del

cilindro I es m(I) =
∫
Tω χI(x) dx =

∏N
j=1 |Ij |.

La σ-álgebra de los conjuntos de Borel en Tω, que es la mı́nima σ-álgebra que contiene a los
intervalos abiertos, coincide con la mı́nima σ-álgebra que contiene las bolas abiertas con respecto
a la métrica (1.1) [108, II §2.4].

En general, para 1 ≤ p <∞, ponemos

‖f‖p =

{∫
Tω
|f(x)|p dx

}1/p

,

lo que define una norma en el espacio, que denotamos por Lp(Tω), formado por las funciones
f tales que ‖f‖p < ∞. Para p = 2, L2(Tω) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

〈f, g〉 =
∫
Tω f(x)g(x) dx.

Por otra parte se define del modo usual [64, 20.11] el espacio L∞(Tω) de las funciones esen-
cialmente acotadas, normado con

‖f‖∞ = ess sup |f | = ı́nf
{
α : m({x : f(x) > α}) = 0

}
.

Como Tω es un espacio de medida finita, se verifican las inclusiones Lp(Tω) ⊂ Lq(Tω) y las
desigualdades ‖f‖q ≤ ‖f‖p si 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

Ya que la medida de Haar es invariante por traslaciones se verifica, para todo y ∈ Tω y toda
f ∈ L1(Tω), ∫

Tω
f(x+ y) dx =

∫
Tω
f(x) dx.

Para f, g ∈ L1(Tω) se define la convolución f ∗ g por

(f ∗ g)(x) =

∫
Tω
f(y)g(x− y) dy.

Del teorema de Fubini [64, (21.13)] se sigue, por el siguiente cálculo usual, que f ∗ g queda
definida a.e. en Tω, y además es ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1:∫

Tω

∣∣∣∣∫
Tω
f(y)g(x− y) dy

∣∣∣∣ dx ≤ ∫
Tω

(∫
Tω
|f(y)| |g(x− y)| dy

)
dx

=

∫
Tω
|f(y)|

(∫
Tω
|g(x− y)| dx

)
dy

=

∫
Tω
|f(y)| dy

∫
Tω
|g(x)| dx

= ‖f‖1 · ‖g‖1 <∞.

Si f ∈ L1(Tω), entonces la función f̂ definida en Z∞ por

f̂(n̄) =

∫
Tω
f(x)e−2πin̄·x dx (n̄ ∈ Z∞)

es la transformada de Fourier de f . Los números complejos f̂(n̄) son los coeficientes de Fourier
de f , y la serie de Fourier de f es la serie formal∑

n̄∈Z∞
f̂(n̄)e2πin̄·x.
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La notación f(x) ∼
∑

n̄∈Z∞ cn̄e
2πin̄·x equivale a decir que f̂(n̄) = cn̄ para toda n̄ = (n1, n2, . . .) ∈

Z∞. Es obvio que |f̂(n̄)| ≤ ‖f‖1 para toda n̄ ∈ Z∞. Y, si f, g ∈ L1(Tω), se verifica f̂ ∗ g(n̄) =

f̂(n̄)ĝ(n̄).

La medida de Haar normalizada en el grupo discreto Z∞ dual de Tω es la medida de contar.
Entonces, por ejemplo, decir que f̂(n̄) ∈ L1(Z∞) significa [104, 4.15, p. 83] que∥∥f̂ ∥∥

L1(Z∞)
:=

∑
n̄∈Z∞

∣∣f̂(n̄)
∣∣ := sup

∆⊂Z∞
∆ finito

∑
n̄∈∆

∣∣f̂(n̄)
∣∣ <∞. (1.2)

1.1.1. Polinomios trigonométricos. Núcleos de Dirichlet y de Fejér

Un polinomio trigonométrico en Tω es una función de la forma

P (x) =
∑
p̄∈Z∞

ap̄e
2πip̄·x (x ∈ Tω), (1.3)

donde {ap̄}p̄∈Z∞ es una familia de números complejos, o una secuencia, finitamente soportada
en Z∞ (es decir, tal que ap̄ = 0 salvo para un número finito de p̄ ∈ Z∞). El grado del polinomio
P (x) es el número

deg(P ) := máx
p̄=(p1,p2,...)∈Z∞

ap̄ 6=0

∞∑
k=1

|pk|. (1.4)

Para P (x) dado por (1.3) se tiene P̂ (p̄) = ap̄. Si f ∈ L1(Tω) y P es un polinomio trigo-

nométrico, es evidente que (f ∗ P )(x) =
∑

p̄∈Z∞ P̂ (p̄)f̂(p̄)e2πip̄·x.

Un polinomio trigonométrico está en Lp(Tω) para todo p tal que 1 ≤ p < ∞. Probaremos
que igual que ocurre en el caso de dimensión finita, para estos valores de p el conjunto de los
polinomios trigonométricos es un subespacio vectorial denso en Lp(Tω).

Vamos a recordar primeramente aqúı alguna notación, nomenclatura y conceptos que sirven
para desarrollar esta cuestión en el toro finito-dimensional Tn (n ∈ N) y, ya de paso, alguna cosa
complementaria que necesitaremos más adelante (v. [123, Ch. XVII], [52, Ch. 3]).

Dado un entero N no negativo, el núcleo cuadrado de Dirichlet de orden N en Tn es la función

Dn,N (x) =
∑
m∈Zn
|mj |≤N

e2πim·x (x ∈ Tn),

y el polinomio trigonométrico

Sn,Nf(x) := (f ∗Dn,N )(x) =
∑
m∈Zn
|mj |≤N

f̂(m)e2πim·x

es la suma parcial cuadrada N -ésima de la serie de Fourier (s.F.) de f ∈ L1(Tn). Se tiene

Dn,N (x1, . . . , xn) = DN (x1) · · ·DN (xn),

donde

DN (t) =
∑
|m|≤N

e2πimt =
sin(π(2N + 1)t)

sin(πt)
, t ∈ [0, 1],

es el núcleo de Dirichlet 1-dimensional. Si la sumación se extendiera, por ejemplo, sobre las
n-tuplas de Zn que cumplen

∑
m2
j ≤ R2, podŕıamos hablar de núcleos, sumas parciales, etc.,
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esféricos. También, si N1, . . .Nn son enteros no negativos, se pueden definir los núcleos de
Dirichlet rectangulares

Dn;N1,...,Nn(x1, . . . , xn) = DN1(x1) · · ·DNn(xn)

y, dada f ∈ L1(Tn), las sumas parciales rectangulares de la s.F. de f como

Sn;N1,...,Nnf(x) := (f ∗Dn;N1,...,Nn)(x) =
∑
m∈Zn
|mj |≤Nj

f̂(m)e2πim·x.

Las medias aritméticas (medias de Cesàro) de los núcleos de Dirichlet en T son los núcleos
de Fejér 1-dimensionales,

FN (t) =
1

N + 1

{
D0(t) +D1(t) + . . .+DN (t)

}
=
∑
|k|≤N

(
1− |k|

N + 1

)
e2πikt

=
1

N + 1

(
sin(π(N + 1)t)

sin(πt)

)2

.

Para n ≥ 2, el núcleo cuadrado de Fejér n-dimensional Fn,N (x) de orden N en Tn se define
como la media aritmética de los productos (o lo que es lo mismo, el producto de las medias
aritméticas) de los núcleos cuadrados de Dirichlet de orden menor o igual que N en cada variable,

Fn,N (x1, . . . , xn) =
1

(N + 1)n

N∑
j1=0

· · ·
N∑

jn=0

Dj1(x1) · · ·Djn(xn) =
n∏
j=1

FN (xj)

=
∑
m∈Zn
|mj |≤N

(
1− |m1|

N + 1

)
· · ·
(

1− |mn|
N + 1

)
e2πim·x

=
1

(N + 1)n

n∏
j=1

(
sin(π(N + 1)xj)

sin(πxj)

)2

,

y es un polinomio trigonométrico de grado nN . Los polinomios trigonométricos

σn,Nf(x) := (f ∗ Fn,N )(x) =
∑
m∈Zn
|mj |≤N

(
1− |m1|

N + 1

)
· · ·
(

1− |mn|
N + 1

)
f̂(m)e2πim·x

son las medias cuadradas de Cesàro, o de Fejér, de la serie de Fourier de f ∈ L1(Tn). De manera
similar se pueden definir las medias de Cesàro rectangulares

σn;N1,...,Nnf(x) := (f ∗ Fn;N1,...,Nn)(x) =
∑
m∈Zn
|mj |≤Nj

(
1− |m1|

N1 + 1

)
· · ·
(

1− |mn|
Nn + 1

)
f̂(m)e2πim·x,

donde los núcleos de Fejér rectangulares Fn;N1,...,Nn(x) se definen como

Fn;N1,...,Nn(x1, . . . , xn) :=
n∏
j=1

FNj (xj).
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La familia de los núcleos cuadrados de Fejér Fn,N es una aproximación de la identidad en
Tn cuando N → ∞ [52, Prop. 3.1.10], lo que quiere decir que las Fn,N (x) son funciones no
negativas de L1(Tn) que verifican ‖Fn,N‖1 = 1 para todo N y

∫
V c |Fn,N (x)| dx → 0 cuando

N →∞, siendo V un entorno cualquiera del origen de Tn (es bien conocido, en cambio, que los
núcleos de Dirichlet Dn,N no constituyen una aproximación de la identidad cuando N → ∞).
Esto permite probar, para 1 ≤ p <∞,

f ∈ Lp(Tn) =⇒ f ∗ Fn,N → f en Lp, es decir, ‖f ∗ Fn,N − f‖p → 0 cuando N →∞ (1.5)

(v. Teorema 2.2 más adelante para la convergencia a.e.), deduciéndose de ah́ı, por ejemplo,
que el conjunto de los polinomios trigonométricos es denso en Lp(Tn), y también el teorema de
unicidad de los coeficientes de Fourier, es decir, que si f y g son dos funciones de L1(Tn) tales
que f̂(m) = ĝ(m) para todo m ∈ Zn, entonces f = g [52, p. 183-185].

1.1.2. Los teoremas de Jessen

Para generalizar estos resultados de Tn (n ∈ N) a Tω vamos a necesitar unos resultados de
convergencia que vienen a ser unas notables extensiones del teorema de Fubini en el caso del
toro infinito, y que fueron presentados y probados en primer lugar por Børge C. Jessen en 1934
[69, §13-15]. En algunos de los párrafos que siguen a continuación antes de llegar a su enunciado
estamos transcribiendo literalmente el texto original de Jessen.

Para un n ∈ N fijo podemos considerar el toro infinito Tω de puntos (x1, x2, . . .) como producto
cartesiano Tn×Tn,ω de un toro n-dimensional Tn de puntos x(n = (x1, . . . , xn) y de una copia del

propio toro infinito denotada Tn,ω, de puntos x(n = (xn+1, xn+2, . . .). Los puntos x(n y x(n son
las proyecciones de x sobre los toros Tn y Tn,ω, respectivamente. Más formalmente, x(n = πn(x)

y x(n = πn,ω(x) donde, para cada n ∈ N las aplicaciones πn : Tω → Tn y πn,ω : Tω → Tn,ω están
definidas, respectivamente, por πn(x) = (x1, . . . , xn) y πn,ω(x) = (xn+1, xn+2, . . .).

Si Aj es un intervalo de T para cada j = 1, 2, . . ., las proyecciones del cilindro I =
∏
j∈NAj

sobre Tn y Tn,ω son los conjuntos

I(n = πn(I) =
n∏
j=1

Aj e I(n = πn,ω(I) =
∏
j∈N

An+j ,

de modo que I = I(n × I(n. Si n es suficientemente grande será I(n = Tn,ω ya que, por ser I un
cilindro, será An+j = T para todo j ∈ N. Por otra parte, para un conjunto arbitrario en Tω no
es cierto en general que A = πn(A)× πn,ω(A).

La teoŕıa de funciones en el espacio Tω contiene a la teoŕıa en el espacio Tn para cualquier
n ∈ N. Pues la función compleja g(x1, . . . , xn) definida en Tn se puede identificar si se quiere
con la función g̃(x) = (g ◦ πn)(x), definida en Tω y que no depende de las variables xn+1, xn+2,
. . . ; y a cada conjunto A(n ⊂ Tn le corresponde, en Tω, el cilindro A(n × Tn,ω = π−1

n (A(n) =
{x ∈ Tω|πn(x) ∈ A(n}.

En general, si X ⊆ Tω y f : X → C, decimos que f depende solo de las n primeras variables
cuando ∃ g : πn(X) → C tal que f(x) = g(πn(x)) ∀x ∈ X. Y diremos que f es una función
ciĺındrica (nuestra nomenclatura es en cierto modo contraria aqúı a la de Saks en [105, p. 158]),
o que depende solo de un número finito de variables, cuando ∃N ∈ N tal que f depende solo de
las N primeras variables [13, p. 81].

Alternativamente, la función compleja g(xn+1, xn+2, . . .) definida en Tn,ω se puede identificar
si se quiere con la función g̃(x) = (g◦πn,ω)(x), definida en Tω y que no depende de las n primeras
variables; y, si X ⊆ Tω y f : X → C, decimos que la función f no depende de las n primeras
variables cuando ∃ g : πn,ω(X)→ C tal que f(x) = g(πn,ω(x)) ∀x ∈ X.
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El teorema de Fubini nos permite asegurar que, si f ∈ L1(Tω), entonces∫
Tω
f(x) dx =

∫
Tn
dx(n

∫
Tn,ω

f
(
x(n, x

(n
)
dx(n =

∫
Tn,ω

dx(n

∫
Tn
f
(
x(n, x

(n
)
dx(n. (1.6)

donde las integraciones se llevan a cabo de derecha a izquierda, son siempre posibles a.e. y
conducen a funciones integrables de las restantes variables.

1.2 Proposición. (a) Si f ∈ L1(Tω) es una función que solo depende de las n primeras varia-
bles, es decir, ∃ g : πn(X)→ C tal que f(x) = g(πn(x)) = g(x1, . . . , xn) ∀x ∈ Tω, entonces, para
cada p̄ ∈ Z∞

f̂(p̄) =

{
ĝ(p1, . . . , pn) si pn+j = 0 ∀ j ∈ N,

0 en otro caso.

(b) Si f ∈ L1(Tω) es una función que no depende de las n primeras variables, es decir,
∃ g : πn,ω(X) → C tal que f(x) = g(πn,ω(x)) = g(xn+1, xn+2, . . .) ∀x ∈ X, entonces, para cada
p̄ ∈ Z∞

f̂(p̄) =

{
ĝ(pn+1, pn+2, . . .) si p1 = . . . = pn = 0,

0 en otro caso.

Demostración. (a) Es de aplicación el teorema de Fubini en el siguiente cálculo. Se tiene

f̂(p̄) =

∫
Tω
f(x)e−2πip̄·x dx

=

∫
Tn
g(x1, . . . , xn)e−2πi(p1x1+...+pnxn) dx(n

∫
Tn,ω

e−2πi(pn+1xn+1+pn+2xn+2+...) dx(n

= ĝ(p1, . . . , pn) ·
∫
Tn,ω

e−2πi(pn+1xn+1+pn+2xn+2+...) dx(n.

Esta última integral es igual a 1 si pn+j = 0 ∀ j ∈ N. Y en otro caso (solo un número finito de
los pn+j , para j = j1, . . . , jm, podrán ser no nulos, ya que p̄ ∈ Z∞),

∫
Tn,ω

e−2πi(pn+1xn+1+pn+2xn+2+...) dx(n =

jm∏
j=j1

∫ 1

0
e−2πipn+jxn+j dxn+j = 0,

ya que cada una de las integrales de este producto vale cero.

(b) En este caso se tiene

f̂(p̄) =

∫
Tω
f(x)e−2πip̄·x dx

=

∫
Tn
e−2πi(p1x1+...+pnxn) dx(n

∫
Tn,ω

g(xn+1, xn+2, . . .)e
−2πi(pn+1xn+1+pn+2xn+2+...) dx(n

= ĝ(pn+1, pn+2, . . .) ·
∫
Tn
e−2πi(p1x1+...+pnxn) dx(n.

La última integral es igual a 1 si p1 = . . . = pn = 0, y 0 en otro caso.

1.3 Definiciones. Sea f(x) ∈ L1(Tω); para cada n ∈ N fijo, del teorema de Fubini en Tn se
sigue que la integral ∫

Tn
f(x) dx(n =

∫
T
dxn . . .

∫
T
dx2

∫
T
f(x1, x2, . . .) dx1
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es una función integrable gn,ω(xn+1, xn+2, . . .) definida a.e. en Tn,ω, y también se sigue de Fubini
que la integral de esta función sobre Tn,ω es igual a la integral de f(x) sobre Tω.

Es más conveniente identificar esta función gn,ω con la función que resulta al componerla con
la proyección πn,ω, quedando definida entonces en todo Tω como una función que no depende
de las n primeras variables x1, . . . , xn; denotamos esta función por fn,ω(x), es decir,

fn,ω(x) = (gn,ω ◦ πn,ω)(x) = gn,ω
(
x(n
)

:=

∫
Tn
f
(
x(n, x

(n
)
dx(n, (1.7)

y la denominamos cola n-ésima de Jessen para la función f(x). Por (1.6) tenemos, para todo n,∫
Tω
fn,ω(x) dx =

∫
Tn,ω

gn,ω
(
x(n
)
dx(n =

∫
Tn,ω

(∫
Tn
f
(
x(n, x

(n
)
dx(n

)
dx(n =

∫
Tω
f(x) dx

aśı como

‖fn,ω‖1 =

∫
Tω
|fn,ω(x)| dx

=

∫
Tn,ω

∣∣∣gn,ω(x(n
)∣∣∣ dx(n

=

∫
Tn,ω

(∣∣∣∣∫
Tn
f(x) dx(n

∣∣∣∣) dx(n

≤
∫
Tn,ω

(∫
Tn
|f(x)| dx(n

)
dx(n

=

∫
Tω
|f(x)| dx = ‖f‖1 .

Del teorema de Fubini también se sigue que, para cada n ∈ N, la integral∫
Tn,ω

f
(
x(n, x

(n
)
dx(n

es una función integrable gn(x1, . . . , xn) definida a.e. en Tn.
Es también conveniente identificar esta función con la función que resulta al componerla con

la proyección πn, quedando definida entonces en todo Tω como una función que solo depende de
las n primeras variables; denotaremos esta función, que no depende de las variables xn+1, xn+2,
. . . , por fn(x), es decir,

fn(x) = (gn ◦ πn)(x) = gn
(
x(n

)
:=

∫
Tn,ω

f
(
x(n, x

(n
)
dx(n, (1.8)

y la denominaremos sección n-ésima de Jessen de la función f(x). Se tiene

‖fn‖1 = ‖gn‖L1(Tn) ≤ ‖f‖1 .

Se verifican los siguientes resultados de convergencia a.e. y en norma:

1.4 Teoremas de Jessen. [69, §13-15] Si, dada f(x) ∈ Lp(Tω) (1 ≤ p < ∞), se definen para
cada n ∈ N las funciones fn,ω(x) y fn(x) por (1.7) y (1.8) respectivamente, se verifica

(1) ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) y ĺım
n→∞

fn,ω(x) =

∫
Tω
f(x) dx a.e. en Tω.

(2) ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) y ĺım
n→∞

fn,ω(x) =

∫
Tω
f(x) dx en Lp, es decir,

ĺım
n→∞

‖fn − f‖p = 0 y ĺım
n→∞

∥∥fn,ω − ∫Tω f∥∥p = 0.
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No presentaremos las demostraciones de esos resultados. Ver para ello el trabajo original antes
citado1. Por otra parte, Jessen también demuestra que si f ∈ Lp(Tω) con 1 < p <∞, entonces
‖H(x)‖p ≤

p
p−1 ‖f‖p, donde H(x) = supn |hn(x)| y hn(x) es una cualquiera de las sucesiones de

funciones fn(x) o fn,ω(x), aśı como el teorema maximal de Hardy y Littlewood [64, (21.76)].

Se puede probar como corolario del Teorema 1.4(1) (v. [69, §11], [64, (22.21)]) la denominada
en la Teoŕıa de Probabilidad Ley cero-uno. Saks [105, (16.1)] prueba un resultado similar sobre
el que volveremos en el Caṕıtulo 2.

1.1.3. Propiedades fundamentales de las transformadas de Fourier

Volvamos a las series de Fourier de infinitas variables. En esta subsección vamos a recordar y
a probar las propiedades básicas de las transformadas de Fourier en Tω sin usar la teoŕıa general
del Análisis Armónico en los grupos localmente compactos [102, 96], usando solo y básicamente
los teoremas de convergencia de Jessen. Aśı, a partir de la convergencia en Lp(Tω) de la secciones
n-ésimas de Jessen podremos probar en primer lugar el teorema de unicidad, que se cumple igual
que en el caso de un número finito de variables: la transformada de Fourier (en nuestro caso, el
conjunto de coeficientes de la serie de Fourier), determina uńıvocamente la función salvo en un
conjunto de medida nula.

Pero aún vamos a ver antes cuáles son los coeficientes de las series de Fourier de fn(x) y
fn,ω(x) cuando f ∈ L1(Tω).

1.5 Lema. Sea f ∈ L1(Tω) y f(x) ∼
∑

p̄∈Z∞ cp̄e
2πip̄·x. Para cada n ∈ N sean, como arriba, las

funciones definidas en Tω

fn(x) = gn(x1, . . . , xn) :=

∫
Tn,ω

f
(
x1, . . . , xn, x

(n
)
dx(n

(la sección n-ésima de Jessen), dependiente solo de las n primeras variables, y

fn,ω(x) = gn,ω(xn+1, xn+2, . . .) :=

∫
Tn
f
(
x(n, xn+1, xn+2, . . .

)
dx(n,

(la cola n-ésima de Jessen), que no depende de las n primeras variables. Entonces,

f̂n(p̄) =

{
f̂(p̄) = cp̄ si pn+j = 0 ∀ j ∈ N,

0 en otro caso.
y f̂n,ω(p̄) =

{
f̂(p̄) = cp̄ si p1 = . . . = pn = 0,

0 en otro caso.

Demostración. Sea n ∈ N fijo. En primer lugar consideramos la sección n-ésima de Jessen fn(x).
Sea p̄ = (p1, p2, . . .) ∈ Z∞. Usamos la Proposición 1.2 y el teorema de Fubini. Si pn+j = 0 para
todo j ∈ N, entonces

f̂n(p̄) = ĝn(p1, . . . , pn) =

∫
Tn
e−2πi(p1x1+...+pnxn) dx1 · · · dxn

∫
Tn,ω

f
(
x1, . . . , xn, x

(n
)
dx(n

=

∫
Tω
f(x)e−2πip̄·x dx = cp̄.

Y si no todos los pn+j (j ∈ N) son nulos se tendrá f̂n(p̄) = 0 ya que la función fn solo depende
de las n primeras variables.

1Jessen [69, §14] prueba la convergencia a.e. de fn(x) a f(x) a partir del Teorema 2.26 de diferenciación de
integrales. A partir del mismo teorema Saks [105, (16.3)] prueba la convergencia a.e. de fn,ω(x) a

∫
f , que Jessen

[69, §13] prueba de otro modo. V. también [64, (22.17) y (22.22)], donde las pruebas, como la que presenta Doob
en [36, VII.7] para el caso p = 1, usan los teoremas de convergencia de martingalas.
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De modo similar, para la cola n-ésima de Jessen, si p̄ = (p1, p2, . . .) ∈ Z∞ y p1 = . . . = pn = 0,
entonces

f̂n,ω(p̄) = ĝn,ω(pn+1, pn+2, . . .)

=

∫
Tn,ω

e−2πi(pn+1xn+1+pn+2xn+2+...) dx(n

∫
Tn
f
(
x(n, xn+1, xn+2, . . .

)
dx(n

=

∫
Tω
f(x)e−2πip̄·x dx = cp̄,

mientras que si alguno de los componentes pj de p̄ con 1 ≤ j ≤ n es no nulo, entonces de nuevo

aplicando la Proposición 1.2 se sigue que f̂n,ω(p̄) = 0 ya que la función fn,ω no depende de las
n primeras variables.

1.6 Teorema (Unicidad de f̂ ). Si f ∈ L1(Tω) y f̂(p̄) = 0 para toda p̄ ∈ Z∞, entonces
f(x) = 0 a.e..

Demostración. [69, p. 284] Este teorema se reduce al correspondiente para una función de L1(Tn)
usando el primero de los resultados de convergencia a.e. establecido en los Teoremas de Jessen.

Supongamos aśı f(x) ∼
∑

n̄∈Z∞ cn̄e
2πin̄·x donde, para cada n̄ ∈ Z∞, cn̄ =

∫
Tω f(x)e−2πin̄·x dx.

Para cada n ∈ N, como ha quedado probado en el Lema 1.5, podemos obtener la s.F. de
la sección n-ésima de Jessen fn(x) de la función f(x) a partir de la s.F. de la propia f(x)
sustituyendo por 0 cada cp̄ correspondiente a una sucesión p̄ = (p1, p2, . . .) tal que sus términos
componentes pn+1, pn+2, . . . a partir del n-ésimo no sean todos cero. En particular, la s.F. de
fn(x1, . . . , xn) en Tn es ∑

(p1,...,pn)∈Zn
cp̄e

2πi(p1x1+...+pnxn),

donde p̄ = (p1, . . . , pn, 0, 0, . . .) ∈ Z∞, y cp̄ es el correspondiente coeficiente de la s.F. de f(x).
Si, por hipótesis, cp̄ = 0 para todo p̄ ∈ Z∞, se deduce que, para cada n, los coeficientes de la

s.F. de la función fn(x1, . . . , xn) en Tn son todos cero. Entonces, por el correspondiente resultado
de unicidad para las series de Fourier en Tn (v. [52, p. 184]), se sigue que fn(x1, . . . , xn) = 0
salvo en un conjunto Z de medida nula en Tn, lo que implica que fn(x) = 0 salvo en el conjunto
Z × Tn,ω, que tiene medida cero en Tω. Entonces, a.e. en Tω se tiene, por Jessen, que f(x) =
ĺımn→∞ fn(x) = 0.

1.7 Nota. Aunque de momento no nos sea de utilidad, vamos a dejar aqúı consignado también
que, similarmente, la serie de Fourier de la función fn,ω(x) (n ∈ N) en Tω es∑

p̄∈Z∞
cp̄e

2πi(pn+1xn+1+pn+2xn+2+...),

donde p̄ = (0, (n. . ., 0, pn+1, pn+2, . . .) ∈ Z∞, y cp̄ = f̂(p̄).

El siguiente corolario es también de Jessen2. De hecho, en la situación siguiente, (ak) ∈ `2(N)
(ver 1.16 un poco más adelante).

1.8 Corolario. [69, §18] Sea f ∈ L1(Tω) y supongamos que

f(x) ∼
∞∑
k=1

ake
2πixk (x ∈ Tω),

2El propio Jessen indica (loc. cit.) que la convergencia de una serie trigonométrica general de la forma que
aqúı aparece fue estudiada por Steinhaus en [114] en base a un resultado más general de Kolmogoroff.



1.1. El toro infinito Tω. Generalidades 11

es decir, que f̂(p̄) = 0 para todo p̄ ∈ Z∞ distinto de un ēi = (δji)
∞
j=1 (deltas de Kronecker).

Entonces, la serie converge a.e. en Tω a la suma f(x), de modo que se puede escribir

f(x) =
∞∑
k=1

ake
2πixk .

Demostración. Si, para cada n ∈ N, fn es la sección n-ésima de Jessen de la función f , sabemos
por el Lema 1.5 que

fn(x) ∼
n∑
k=1

ake
2πixk

y, por consiguiente, del Teorema 1.6 (formalmente; de hecho solo se usa el teorema de unicidad
para funciones definidas en Tn), y dado que una suma trigonométrica finita es su propia serie
de Fourier, deducimos que

fn(x) =
n∑
k=1

ake
2πixk .

Esto prueba el resultado, ya que fn(x)→ f(x) a.e. cuando n→∞ según el Teorema 1.4(1).

Un corolario más general del Teorema 1.6 es el teorema de inversión de la transformada de
Fourier: si la serie de Fourier de una función integrable es absolutamente convergente, entonces
la función queda representada por la serie. Pero antes de verlo, y a propósito de la conver-
gencia absoluta de la s.F. de una función integrable f , es decir, de la convergencia de la serie∑

m̄∈Z∞
∣∣f̂(m̄)

∣∣, además de la definición dada antes en 1.2, la definición y la proposición siguien-
tes pueden ser aclaratorias.

1.9 Definición. Dado p̄ ∈ Z∞, sean pj1 , . . . , pjm , con 1 ≤ j1 < · · · < jm, los elementos no nulos
de p̄. Podemos decir, entonces, que jm es el máximo ı́ndice no nulo de p̄, y escribir mind(p̄) := jm.
Si denotamos, para cada entero ` ≥ 0, por

Z(`) = {p̄ ∈ Z∞|mind(p̄) ≤ `}

(notemos que los Z(`) son subgrupos de Z∞), tenemos que Z(`) ⊂ Z(`+1) y también que Z∞ =⋃∞
`=1 Z(`). Esta es, por cierto, una manera de probar que Z∞ es un conjunto numerable. Pues

card
(
Z(`)

)
= card

(
Z`
)

= ℵ`0 = ℵ0 para cada ` = 1, 2, . . .,

y la unión numerable de conjuntos numerables es numerable, aśı card
(
Z∞
)

= ℵ0 ℵ0 = ℵ0 (en

cambio, el producto cartesiano completo Zω no es numerable, ℵℵ0
0 = c [59, Ch. II]).

1.10 Proposición. Sea f ∈ L1(Tω) y supongamos que
∥∥f̂ ∥∥

L1(Z∞)
:=
∑

p̄∈Z∞
∣∣f̂(p̄)

∣∣ < ∞.

Entonces, ∥∥f̂ ∥∥
L1(Z∞)

= ĺım
n→∞

∥∥f̂n ∥∥L1(Z∞)
= ĺım

n→∞

∥∥ĝn ∥∥L1(Zn)
,

siendo fn = gn ◦ πn, para cada n ∈ N, la sección n-ésima de Jessen de la función f .

Demostración. Como f̂ ∈ L1(Z∞), por el teorema de la convergencia dominada en el espacio
Z∞ con la medida de contar, aplicado a la sucesión de funciones

∣∣f̂ ∣∣ · χZ(`) =
∣∣f̂` ∣∣ (` = 1, 2, . . .)

que convergen puntualmente a
∣∣f̂ ∣∣ en Z∞, se deduce que∥∥f̂ ∥∥

L1(Z∞)
=
∑
p̄∈Z∞

∣∣f̂(p̄)
∣∣ = ĺım

`→∞

∑
p̄∈Z(`)

∣∣f̂(p̄)
∣∣.
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Ahora bien, si p̄ ∈ Z(`), p̄ = (p1, . . . , p`, 0, 0, . . .) y, como hemos visto en el Lema 1.5,

f̂(p̄) = f̂`(p̄) = ĝ`(p1, . . . , p`),

es decir, f̂` = f̂ · χZ(`) , de modo que∑
p̄∈Z(`)

∣∣f̂(p̄)
∣∣ =

∑
p̄∈Z(`)

∣∣f̂`(p̄)∣∣ =
∑

(p1,...,p`)∈Z`

∣∣ĝ`(p1, . . . , p`)
∣∣ =

∥∥ĝ`∥∥L1(Z`).

1.11 Nota. Cuando f̂ ∈ L1(Z∞), también podremos escribir

∑
p̄∈Z∞

∣∣f̂(p̄)
∣∣ =

∣∣f̂(0̄)
∣∣+

∞∑
`=1

( ∑
p̄∈Z∞

mind(p̄)=`

∣∣f̂(p̄)
∣∣).

La misma demostración del teorema de inversión que se lleva a cabo en el caso del toro
finito-dimensional Tn [52, Prop. 3.2.5] sirve para Tω:

1.12 Teorema (Inversión de Fourier). Supongamos que f ∈ L1(Tω) y que f̂ ∈ L1(Z∞).
Entonces

f(x) =
∑
p̄∈Z∞

f̂(p̄)e2πip̄·x a.e.

(en particular, la función f es continua a.e. en Tω).

Demostración. [96, Remark 4.4.8] La serie del segundo miembro de la igualdad a probar es
absolutamente convergente por hipótesis, luego es uniformemente convergente y por consiguiente
converge para todo x ∈ Tω a una función continua g(x) (v. la Definición 1.21). Las funciones
f(x) y g(x) tienen los mismos coeficientes de Fourier. Aplicando el Teorema 1.6 de unicidad,
esas dos funciones son iguales en casi todo punto.

1.13 Definición. Denotaremos por A(Tω) [73, p. 33], [52, p. 201] el espacio vectorial de las
funciones f ∈ L1(Tω) tales que f̂ ∈ L1(Z∞). Por el teorema de unicidad, es un espacio normado
con

‖f‖A(Tω) =
∑
p̄∈Z∞

∣∣f̂(p̄)
∣∣.

Por el Teorema 1.12, toda f ∈ A(Tω) se puede redefinir en un conjunto de medida cero para
hacerla continua y que se cumpla la fórmula de inversión en todo punto de Tω, de manera
que podemos considerar que las funciones del espacio A(Tω) son continuas. Además A(Tω) es
un álgebra con la multiplicación de funciones, ya que se verifica el siguiente resultado, cuya
demostración puede hacerse exactamente igual que en el caso de A(T).

1.14 Teorema. [73, p. 33] Suponer que f, g ∈ A(Tω). Entonces fg ∈ A(Tω) y

‖fg‖A(Tω) ≤ ‖f‖A(Tω)‖g‖A(Tω).

En la próxima sección estudiaremos algunas condiciones de suavidad suficientes para la con-
vergencia absoluta de las series de Fourier en Tω.
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1.15 Nota. Si nos restringimos a la consideración de funciones del espacio de Hilbert H =
L2(Tω), se sigue del Teorema 1.6 que el sistema de funciones {ep̄(x) = e2πip̄·x} indexado por
p̄ ∈ Z∞, que es ortonormal pues se verifica

〈em̄, en̄〉 =

∫
Tω
e2πim̄·xe−2πin̄·x dx =

{
1 si m̄ = n̄

0 si m̄ 6= n̄
(m̄, n̄ ∈ Z∞), (1.9)

es un sistema completo en H. Como 〈f, em̄〉 = f̂(m̄) se verifican [64, (16.26)]: la representación
de f por su serie de Fourier en el sentido de L2(Tω)

f
L2(Tω)

=
∑
p̄∈Z∞

f̂(p̄)ep̄,

la relación de Parseval

〈f, g〉 =

∫
Tω
f(x)g(x) dx =

∑
p̄∈Z∞

f̂(p̄) ĝ(p̄), (1.10)

la identidad de Plancherel

‖f‖22 =

∫
Tω
|f(x)|2 dx =

∑
p̄∈Z∞

∣∣f̂(p̄)
∣∣2, (1.11)

(aśı que, en particular, f ∈ L2 ⇒ f̂ ∈ `2), y el teorema de Riesz-Fischer : Si
∑

p̄∈Z∞ |cp̄|
2 <

∞, existe una única función f ∈ H tal que cp̄ = f̂(p̄) [123, I, p. 127].

1.16 Corolario. [69, §18] Si (ak)k∈N ∈ `2, entonces la serie trigonométrica
∑∞

k=1 ake
2πixk es

convergente a.e. en Tω.

Demostración. Por el teorema de Riesz-Fischer,
∑∞

k=1 ake
2πixk es la s.F. de una función f ∈

L2(Tω). En particular, por el Corolario 1.8, la serie converge a la suma f(x) a.e. en Tω.

También se cumple que
∑∞

k=1 |ak|
2 divergente =⇒

∑∞
k=1 ake

2πixk divergente a.e. en Tω, aun-
que la demostración es más complicada. Jessen da también una prueba en [69, §18].

Veamos a continuación la generalización a Tω del resultado [52, Prop. 3.2.1] que establece la
densidad de los polinomios trigonométricos en las clases Lp(Tn) para todo n ∈ N y 1 ≤ p <∞. De
hecho en esta demostración queda probado un resultado de sumabilidad de las series de Fourier
en Tω (v. Proposición 2.3). La técnica de la prueba está ya presente en [63, II, (44.43),(44.53)].

1.17 Teorema. El conjunto de los polinomios trigonométricos es denso en Lp(Tω) para todo
1 ≤ p <∞.

Demostración. Sea f ∈ Lp(Tω), f(x) ∼
∑

m̄∈Z∞ cm̄e
2πim̄·x.

En primer lugar, para cada n ∈ N fijo podemos considerar, por una parte, la sección n-ésima
de Jessen fn = gn ◦ πn de la función f . Vamos a denotar también por fn la función gn en lo que
sigue por comodidad y sin que haya lugar a error. En el Lema 1.5 ha quedado demostrado que

fn(x) ∼
∑
m∈Zn

cme
2πi(m1x1+...+mnxn),

con cm = cm̄ si m = (m1, . . . ,mn) y m̄ = (m1, . . . ,mn, 0, 0, . . .) ∈ Z∞.
Por otra parte podemos considerar los núcleos cuadrados de Fejér parciales, solo dependientes

de las n primeras variables. Con la misma salvedad de notación, escribimos

Fn,N (x) = Fn,N (x1, . . . , xn) = FN (x1) · · ·FN (xn), N = 0, 1, 2, . . . .
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Se tiene, para casi todo x ∈ Tω, (f ∗ Fn,N )(x) = (fn ∗ Fn,N )(x1, . . . , xn) como vemos a
continuación:

(f ∗ Fn,N )(x) =

∫
Tω
Fn,N (x− y)f(y) dy

=

∫
Tω
Fn,N (x1 − y1, . . . , xn − yn)f(y) dy

=

∫
Tn
Fn,N (x1 − y1, . . . , xn − yn) dy1 · · · dyn

∫
Tn,ω

f
(
y1, . . . , yn, y

(n
)
dy(n

=

∫
Tn
Fn,N (x1 − y1, . . . , xn − yn)fn(y1, . . . , yn) dy1 · · · dyn

= (fn ∗ Fn,N )(x1, . . . , xn)

(de hecho este cálculo se puede generalizar: (f ∗ϕ)(x) = (fn ∗ϕ)(x1, . . . , xn) si ϕ es una función
integrable en Tω que solo depende de las n primeras variables y fn es la sección n-ésima de
Jessen de f).

Entonces, aplicando el resultado citado antes en (1.5), siempre con n fijo, obtenemos

ĺım
N→∞

(f ∗ Fn,N )(x) = ĺım
N→∞

(fn ∗ Fn,N )(x1, . . . , xn) = fn(x1, . . . , xn) = fn(x) (1.12)

en Lp(Tω).
En segundo lugar tengamos en cuenta el resultado de Jessen según el cual ĺımn→∞ fn(x) =

f(x) en Lp(Tω). Entonces, dado ε > 0, existe un n0 ∈ N tal que ‖fn0 − f‖p < ε/2. Y, con
este n0 fijo, según (1.12) existe un N0(n0) ∈ N tal que ‖f ∗ Fn0,N0 − fn0‖p < ε/2. Aplicando la
desigualdad de Minkowski,

‖f ∗ Fn0,N0 − f‖p ≤ ‖f ∗ Fn0,N0 − fn0‖p + ‖fn0 − f‖p < ε,

y f ∗ Fn0,N0 es un polinomio trigonométrico; de hecho se tiene a.e.

(f ∗ Fn0,N0)(x) = (fn0 ∗ Fn0,N0)(x1, . . . , xn0)

=
∑

m∈Zn0

|mj |≤N0

(
1− |m1|

N0 + 1

)
· · ·
(

1− |mn0 |
N0 + 1

)
f̂n0(m)e2πi(m1x1+...+mn0xn0 ),

donde f̂n0(m) = f̂(m̄) siendo m̄ = (m1, . . . ,mn0 , 0, 0 . . .) ∈ Z∞.

Terminamos esta sección con la generalización al caso de Tω del resultado canónico de de-
caimiento en el infinito de los coeficientes de Fourier de una función integrable en Tn (n ∈ N).
Resulta como corolario inmediato del Teorema 1.17 [52, p. 193]:

1.18 Teorema (Lema de Riemann-Lebesgue). Sea f ∈ L1(Tω). Para m̄ = (m1,m2, . . .) ∈
Z∞, pongamos |m̄| = máx |mk|. Entonces, se verifica

ĺım
|m̄|→∞

∣∣f̂(m̄)
∣∣ = 0.

Demostración. Dado ε > 0, por la densidad de los polinomios trigonométricos en L1(Tω) existe
un polinomio trigonométrico P tal que ‖f − P‖1 < ε. Ahora bien, si |m̄| es mayor que el grado

de P , entonces P̂ (m̄) = 0, porque si P̂ (m̄) 6= 0 y mj1 , . . . , mjn son las componentes no nulas de
m̄, entonces

grado(P ) ≥ |mj1 |+ . . .+ |mjn | ≥ |m̄| ;
de manera que ∣∣f̂(m̄)

∣∣ =
∣∣f̂(m̄)− P̂ (m̄)

∣∣ =
∣∣ ̂(f − P )(m̄)

∣∣ ≤ ‖f − P‖1 < ε.
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1.2. Derivación parcial y coeficientes de Fourier

Un resultado estándar que establece una condición de suavidad suficiente para la convergencia
absoluta de la serie de Fourier de una función definida en el toro finito-dimensional Tn (n ≥ 1)
es el siguiente:

1.19 Teorema. [113, Ch. VII, Cor. 1.9] Si f ∈ C(k(Tn) con k > n/2, entonces
∑

m∈Zn
∣∣f̂(m)

∣∣ <
∞.

Una consecuencia inmediata es que f ∈ C(∞(Tn) =⇒ f ∈ A(Tn). Aunque en este caso se
verifican resultados más conclusivos, como por ejemplo (v. [103, Th. 7.25]; [52, Prop. 3.3.12]):

1.20 Teorema. Si f ∈ C(∞(Tn), entonces

∑
m∈Zn

(1 + |m|)N
∣∣f̂(m)

∣∣ <∞ ∀N = 0, 1, . . . , |m| =
(∑n

i=1m
2
i

)1/2
.

En el caso del toro infinito Tω esta implicación se mantiene para las funciones que solo
dependen de un número finito de variables. Pero, como veremos también en la parte final de
esta sección mediante unos contraejemplos, hay funciones de la clase C(∞(Tω) (dependientes de
infinitas variables) cuya serie de Fourier diverge absolutamente, lo que establece una diferencia
relevante con el caso finito-dimensional.

Comenzaremos presentando unos principios básicos. Una función compleja f(x), definida en
Tω, es continua en el punto x(0) = (x0

1, x
0
2, . . .) si para todo entorno abierto V de f(x(0)) existe

un cilindro abierto U que contiene a x(0), tal que f(U) ⊂ V . Este cilindro U tendrá restringidas

a lo sumo un número finito de coordenadas, de modo que x ∈ U ⇔
∣∣∣xj1 − x0

j1

∣∣∣ < δ1, . . . ,∣∣∣xjm − x0
jm

∣∣∣ < δm donde 1 ≤ j1 < . . . < jm. Pero entonces el cilindro U∗ que tiene restringidas

todas las jm primeras coordenadas en torno al punto x(0) por δ = mı́n1≤k≤m δk está contenido
en U , x(0) ∈ U∗, y se cumple que f(U∗) ⊂ f(U) ⊂ V . Esto lleva a poder presentar la noción de
continuidad de la siguiente forma.

1.21 Definición. [18, p. 130] La función f : Tω → C es continua en el punto x(0) = (x0
1, x

0
2, . . .)

si para todo ε > 0 existen un entero positivo m y un número δ > 0 tales que, en cada punto

(x1, x2, . . .) ∈ Tω para el que se cumplen las m desigualdades
∣∣∣xj − x0

j

∣∣∣ < δ (j = 1, 2, . . . ,m), se

verifica ∣∣f(x1, x2, . . .)− f(x0
1, x

0
2, . . .)

∣∣ < ε.

Se define C(0(Tω) = {f : Tω → C | f es continua en todo x ∈ Tω}. Como Tω es un espacio com-
pacto, toda función continua está acotada en módulo, y el espacio vectorial C(0(Tω) es un espacio
de Banach con la norma ‖f‖∞ = máxx∈Tω |f(x)|.

1.22 Lema. Si ϕ(t) ∈ C(0(T) y
∑∞

j=1 aj es una serie absolutamente convergente de números
complejos, entonces la función Ψ(x) =

∑∞
j=1 ajϕ(xj) es continua en Tω.

Demostración. Supongamos que ϕ(t) es una función no nula, en otro caso el enunciado es trivial.
Fijemos un punto cualquiera x(0) ∈ Tω. Dado ε > 0, por ser convergente la serie

∑∞
j=1 |aj |,

∃m1 ∈ N tal que
N∑

j=m1+1

|aj | <
ε

4 ‖ϕ‖∞
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para todo N > m1. Ahora, para cada j = 1, . . . ,m1, la continuidad de ϕ en x
(0)
j asegura la

existencia de un número δj > 0 tal que, si
∣∣xj − x(0)

j

∣∣ < δj , entonces∣∣ϕ(xj)− ϕ(x
(0)
j )
∣∣ < ε

2m1 |aj |
.

Sea δ = mı́n1≤j≤m1 δj ; si x ∈ Tω es tal que
∣∣xj − x(0)

j

∣∣ < δ para j = 1, . . . ,m1, se tiene entonces,
para todo N > m1,∣∣∣∣ N∑

j=1

ajϕ(xj)−
N∑
j=1

ajϕ(x
(0)
j )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ N∑
j=1

aj
(
ϕ(xj)− ϕ(x

(0)
j )
)∣∣∣∣

≤
m1∑
j=1

|aj |
∣∣ϕ(xj)− ϕ(x

(0)
j )
∣∣+

N∑
j=m1+1

|aj |
∣∣ϕ(xj)− ϕ(x

(0)
j )
∣∣

≤
m1∑
j=1

|aj | ·
ε

2m1 |aj |
+ 2 ‖ϕ‖∞

N∑
j=m1+1

|aj |

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por otra parte, se verifica
∑∞

j=1 |ajϕ(xj)| ≤ ‖ϕ‖∞
∑∞

j=1 |aj | para todo x ∈ Tω, luego la serie que
define la función Ψ(x) es absolutamente convergente, con lo cual la función Ψ(x) queda definida
para todo x ∈ Tω y existe m2 = m2(ε) tal que, si N > m2, entonces

∣∣Ψ(x)−
N∑
j=1

ajϕ(xj)
∣∣ < ε ∀x ∈ Tω.

Por consiguiente, tomando M = máx{m1,m2}, se tiene

∣∣Ψ(x)−Ψ(x(0))
∣∣ ≤ ∣∣Ψ(x)−

M∑
j=1

ajϕ(xj)
∣∣

+

∣∣∣∣ M∑
j=1

ajϕ(xj)−
M∑
j=1

ajϕ(x
(0)
j )

∣∣∣∣+
∣∣Ψ(x(0))−

M∑
j=1

ajϕ(x
(0)
j )
∣∣

< 3ε

si x ∈ Tω es tal que
∣∣xj − x

(0)
j

∣∣ < δ para j = 1, . . . ,M , luego la función Ψ(x) es continua

en x(0).

Toda función continua en Tω es uniformemente continua, es decir:

1.23 Proposición. [69, p. 256] Si la función f : Tω → C es continua, entonces para todo ε > 0
existen un entero positivo m y un número δ > 0 tales que, si para los puntos x, x′ ∈ Tω se cum-

plen las m desigualdades
∣∣∣xj − x′j∣∣∣ < δ (j = 1, 2, . . . ,m), entonces se verifica |f(x)− f(x′)| < ε.

A partir de esta proposición podemos demostrar que toda función continua en Tω puede
aproximarse uniformemente por funciones continuas que solo dependen de un número finito de
las variables:

1.24 Proposición. [69, p. 257] Si la función f : Tω → C es continua, entonces para todo ε > 0
existe una función continua gm(x) dependiente solo de las m primeras variables x1, . . . , xm, tal
que |f(x)− gm(x)| < ε para todo x ∈ Tω.
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Demostración. Basta considerar, para cada n ∈ N, la función fn(x) = f(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)
obtenida a partir de f(x) dando a las variables xn+1, xn+2, . . . el valor 0.

Dado ε > 0, de acuerdo con la proposición anterior existen un entero positivo m y un núme-

ro δ > 0 tales que si x, x′ ∈ Tω cumplen
∣∣∣xj − x′j∣∣∣ < δ para j = 1, 2, . . . ,m, se verifica

|f(x)− f(x′)| < ε.
Para ese entero positivo m, si x = (x1, x2, . . .) ∈ Tω, denotemos con x′ al punto de coordenadas

(x1, . . . , xm, 0, 0, . . .); se cumple
∣∣∣xj − x′j∣∣∣ = 0 < δ para j = 1, 2, . . . ,m, y por consiguiente

|f(x)− fm(x)| =
∣∣f(x)− f(x′)

∣∣ < ε,

y la función fm(x) solo depende de las m primeras variables.

1.25 Definición. Sea f(x) una función definida en Tω. Para cada multíındice α = (α1, α2, . . .)
finitamente no nulo de enteros no negativos αj se define el operador de derivación parcial Dα

por

Dαf = D
αj1
j1
· · ·Dαjm

jm
f =

∂αj1

∂x
αj1
j1

· · · ∂
αjm

∂x
αjm
jm

f si αj = 0 ∀j /∈ {j1, . . . , jm}.

El orden total de derivación parcial del multíındice α es |α| = αj1 + . . . + αjm . Si |α| = 0,
Dαf = f .

Para cada entero positivo k se define C(k(Tω) como la clase de las funciones f que admiten
en todo punto derivadas parciales continuas hasta el orden k, es decir, tales que Dαf ∈ C(0(Tω)
para todo multíındice α finitamente no nulo tal que |α| ≤ k. El espacio vectorial C(k(Tω) es un
espacio de Banach con la norma

‖f‖(k) = sup
0≤|α|≤k

‖Dαf‖∞

[40, 2.2.4] donde, por la continuidad supuesta, ‖Dαf‖∞ = máxx∈Tω |(Dαf)(x)| para cada α fijo.
El espacio de las funciones infinitamente derivables es C(∞(Tω) =

⋂∞
k=0C

(k(Tω). Es un
espacio de Fréchet, es decir, localmente convexo, metrizable y completo [40, 12.1], [103, p. 208].

1.26 Notación. Por otra parte adoptemos la notación xα, como es también usual, donde x ∈ Rω
y α es un multíındice finitamente no nulo, para el producto (finito) xα1

1 xα2
2 · · · (con el convenio

00 = 1 en este caso). La siguiente propiedad extiende la que es bien conocida y básica en el caso
de dimensión finita.

1.27 Lema. Si f ∈ C(k(Tω) y |α| ≤ k, se tiene

(̂Dαf)(p̄) = (2πip̄)αf̂(p̄) (p̄ ∈ Z∞). (1.13)

Demostración. Por inducción sobre el orden del multíındice finitamente no nulo α. Para |α| = 0
es trivialmente cierto. Supuesto cierto para todos los α tales que |α| = k y suponiendo que
f ∈ C(k+1(Tω), se tiene, para cada j ∈ N, aplicando Fubini, integrando por partes y usando la
hipótesis de inducción,

̂(DjDαf)(p̄) =

∫
Tω

(DjD
αf)(x)e−2πip̄·xdx

=

∫
Tω
dx′′

∫
T
(DjD

αf)(x)e−2πip̄·xdxj

=

∫
Tω
dx′′

([
(Dαf)(x)e−2πip̄·x]xj=1

xj=0
+ (2πipj)

∫
T
(Dαf)(x)e−2πip̄·xdxj

)
= (2πipj)

∫
Tω

(Dαf)(x)e−2πip̄·xdx
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= (2πipj)(2πip̄)
α

∫
Tω
f(x)e−2πip̄·xdx

= (2πipj)(2πip̄)
αf̂(p̄)

(donde x′′ indica x con exclusión de la coordenada xj), ya que los términos integrados se han
cancelado por periodicidad. Esto permite establecer (1.13) para |α| = k + 1.

1.28 Corolario. Sea f ∈ C(∞(Tω) y N ≥ 0 un entero tal que sup|α|≤N ‖Dαf‖∞ < ∞. Dado
p̄ ∈ Z∞ pongamos ‖p̄‖ = máx1≤k≤m |pjk | si las componentes no nulas de p̄ son pj1, . . . , pjm. Se
tiene

|f̂(p̄)
∣∣ = o

(
‖p̄‖−N

)
.

Demostración. [52, p. 196] El entero N ≥ 0 es fijo. Fijemos ahora un p̄ ∈ Z∞ \ {0̄}. Sea j` tal
que |pj` | = ‖p̄‖. Obviamente es |pj` | 6= 0. Del lema anterior resulta, en particular,

f̂(p̄) =
1

(2πipj`)
N

(̂DN
j`
f)(p̄)

de donde tomando módulos se concluye

|f̂(p̄)
∣∣ =

1

(2π)N |pj` |N
∣∣∣(̂DN

j`
f)(p̄)

∣∣∣ ≤ 1

(2π)N‖p̄‖N
∥∥DN

j`
f
∥∥
∞ ≤

1

(2π)N‖p̄‖N
· sup
|α|≤N

‖Dαf‖∞.

1.2.1. Coeficientes de Fourier de las funciones ciĺındricas en C(∞(Tω)

1.29 Definición. Recordemos que f(x) es una función ciĺındrica en Tω cuando solo depende
de un número finito de variables, es decir, cuando ∃ gn : Ωn → C (n ≥ 1), con Ωn ⊆ Tn tal
que f = gn ◦ πn, siendo πn : Tω → Tn la proyección canónica. Se define [3, p. 73-75] el espacio
vectorial de las funciones ciĺındricas de clase C(∞ en Tω por

D(Tω) =
∞⋃
n=1

{
gn ◦ πn|gn ∈ C(∞(Tn)

}
,

de modo que, si f ∈ D(Tω), ∃ p ∈ N y gp ∈ C(∞(Tp) tal que f = gp ◦ πp. En este caso, para
cada q ≥ p ∃ gq ∈ C(∞(Tq) tal que f = gq ◦ πq, basta tomar gq = gp ◦ πqp, siendo πqp : Tq → Tp la
correspondiente proyección canónica [13, p. 80-81].

Por otra parte, si f ∈ D(Tω) se deduce de la Proposición 1.2(a) que el soporte de su trans-
formada de Fourier f̂ está contenido en Z(`) (Definición 1.9) para algún ` ≥ 1.

1.30 Comentarios y ejemplos. La tarea de encontrar funciones pertenecientes a la clase
D(Tω) es inmediata de realizar, ya que los propios caracteres continuos χn̄(x) = e2πin̄·x, para
cada n̄ ∈ Z∞ fijo, y también sus partes reales e imaginarias, son funciones de este espacio. Por lo
tanto los polinomios trigonométricos son funciones de D(Tω). Y todos ellos sirven naturalmente
como ejemplos de funciones de clase C(∞(Tω).

No es tan inmediato mostrar funciones de esta clase que no sean ciĺındricas. En primera
instancia podŕıamos pensar en generalizar alguno de los ejemplos clásicos de funciones C(∞(Rn)
de soporte compacto (v. por ejemplo [113, p. 19]). De este modo, sea

ϕ(t) =

{
e−t

2/(1−t2) si |t| < 1,

0 si |t| ≥ 1
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(t ∈ R). La función ψ(t) = ϕ(2t− 1), t ∈ [0, 1), pertenece a la clase C(∞(T). La primera función
que se nos ocurre probar, generalizando de la manera obvia el primer ejemplo de Stein y Weiss
en el lugar citado, a saber,

Ψ(x) =
∞∏
j=1

ψ(xj) (x ∈ Tω),

falla estrepitosamente, ya que ni siquiera es continua, porque siendo a =
(

1
2 ,

1
2 , . . .

)
,

x(1) =
(1

2
, 0, 0, . . .

)
, x(2) =

(1

2
,
1

2
, 0, . . .

)
, . . . , x(n) =

(1

2
, (n). . .,

1

2
, 0, . . .

)
, . . . ,

se tiene x(n) → a en Tω, pero Ψ(x(n)) = 0 para todo n ∈ N, mientras que Ψ(a) = 1.
En cambio, podemos considerar la función

Φ(x) =

∞∑
j=1

ajψ(xj) (x ∈ Tω),

donde
∑∞

j=1 aj puede ser cualquier serie absolutamente convergente de números complejos. Apli-
cando el Lema 1.22 se demuestra inmediatamente que esta función es continua en Tω. Por otra
parte es obvio que, para cada j ∈ N, ∂

∂xj
Φ(x) = ajψ

′(xj), y esta función, solo dependiente de

la variable xj , es infinitamente derivable. Entonces la función no ciĺındrica Φ(x) pertenece a la
clase C(∞(Tω).

Y, de hecho, no hace falta ir “tan lejos”. Podemos ir a considerar simplemente que los carac-
teres continuos del grupo T, es decir, las funciones φn(t) = e2πint, pertenecen a la clase C(∞(T)
para todo n ∈ Z. Usando el Lema 1.22 se deduce entonces que, si

∑∞
j=1 aj es una serie abso-

lutamente convergente de números complejos, la función no ciĺındrica Υ(x) =
∑∞

j=1 ajφj(xj)

pertenece también a la clase C(∞(Tω) (podŕıamos aqúı tomar, por ejemplo, nj = 1 para todo
j ∈ N).

Usando las ideas de la prueba del Teorema 1.20 se puede probar la proposición siguiente, de
la que se deduce en particular que D(Tω) ⊂ A(Tω) (v. [5, Proposition 1]). Anteponemos en un
lema la prueba de una desigualdad auxiliar que utiliza Rudin en la referencia citada.

1.31 Lema. Sean n, r ∈ N, y ∈ Rn, |y| =
(∑n

k=1 y
2
k

)1/2
. Entonces, se cumple la desigualdad

(1 + |y|)2r < (2n+ 2)r
(
1 + y2r

1 + . . .+ y2r
n

)
.

Demostración. Estamos considerando r ≥ 1. Utilizando en primer lugar la desigualdad entre las
medias de órdenes 2 y 2r de los números 1, |y1|, . . . , |yn| tenemos(

1 + y2
1 + . . .+ y2

n

n+ 1

) 1
2

≤
(

1 + y2r
1 + . . .+ y2r

n

n+ 1

) 1
2r

<
(
1 + y2r

1 + . . .+ y2r
n

) 1
2r ,

por consiguiente

(1 + |y|)2 = 1 + 2|y|+ |y|2 ≤ 2(1 + |y|2) < 2(n+ 1)
(
1 + y2r

1 + . . .+ y2r
n

) 1
r ,

y elevando a la potencia r resulta lo que queremos probar.

1.32 Proposición. Sea φ una función compleja definida en Tω que depende de un número finito
de variables. Entonces,

φ ∈ D(Tω) =⇒
∑
p̄∈Z∞

(1 + |p̄|)N
∣∣φ̂(p̄)

∣∣ <∞ ∀N = 0, 1, . . . .

Y rećıprocamente, si se cumplen estas condiciones existe una función φ0 ∈ D(Tω) tal que φ(x) =
φ0(x) a.e. en Tω.
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Demostración. Supongamos que φ ∈ D(Tω) depende solo de las n (n ∈ N fijo en el resto de la
demostración) primeras variables. Las derivadas parciales de cualquier orden de φ respecto de
estas n variables son también funciones (continuas, luego pertenecientes a L2(Tω)) que dependen
solo de las mismas n primeras variables. Sea N un entero no negativo fijo en lo que sigue, y
sea r > n

2 + N . La identidad (1.11) aplicada a φ, Dr
1φ, . . . , Dr

nφ (recordemos la abreviatura

Dr
i φ = ∂rφ

∂xrj
) nos da

∑
p̄∈Z∞

∣∣φ̂(p̄)
∣∣2 = ‖φ‖2L2(Tω) <∞,

∑
p̄∈Z∞

p2r
k

∣∣φ̂(p̄)
∣∣2 =

1

(2π)r
·
∑
p̄∈Z∞

∣∣(̂Dr
kφ)(p̄)

∣∣2 =
1

(2π)r
· ‖Dr

kφ‖2L2(Tω) <∞ (1 ≤ k ≤ n),

donde hemos usado que (̂Dr
kφ)(p̄) = (2πipk)

rφ̂(p̄) para 1 ≤ k ≤ n, de acuerdo con (1.13). Ahora

bien, teniendo en cuenta que φ̂ está soportada en Z(n) de acuerdo con la Proposición 1.2 (a), se
tiene de hecho que∑
p̄∈Z∞

∣∣φ̂(p̄)
∣∣2 =

∑
p̄∈Z(n)

∣∣φ̂(p̄)
∣∣2 =

∑
(p1,...,pn)∈Zn

∣∣φ̂(p1, . . . , pn, 0, 0, . . .)
∣∣2 =

∑
(p1,...,pn)∈Zn

∣∣ĝ(p1, . . . , pn)
∣∣2,

y ∑
p̄∈Z∞

p2r
k

∣∣φ̂(p̄)
∣∣2 =

∑
p̄∈Z(n)

p2r
k

∣∣φ̂(p̄)
∣∣2 =

∑
(p1,...,pn)∈Zn

p2r
k

∣∣ĝ(p1, . . . , pn)
∣∣2

para 1 ≤ k ≤ n, si φ = g ◦ πn.

Para cada p̄ ∈ Z(n), pongamos |p̄| =
(∑n

k=1 p
2
k

)1/2
. Utilizando la desigualdad del Lema 1.31

se deduce

J =
∑
p̄∈Z(n)

(1 + |p̄|)2r
∣∣φ̂(p1, . . . , pn, 0, 0, . . .)

∣∣2 < (2n+ 2)r

(
‖φ‖22 +

1

(2π)r
·
n∑
k=1

‖Dr
kφ‖22

)
<∞.

Y, finalmente, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que ∑
p̄∈Z(n)

(1 + |p̄|)N
∣∣φ̂(p1, . . . , pn, 0, 0, . . .)

∣∣2

≤ J ·
∑
p̄∈Z(n)

(1 + |p̄|)2N−2r <∞,

ya que, por hipótesis, 2r − 2N > n, y entonces∑
p̄∈Z(n)

(1 + |p̄|)2N−2r =
∑
p∈Zn

(1 + |p|)−(2r−2N) <∞.

Rećıprocamente, supongamos que la función φ depende de un número finito de variables, y
que se cumple ∑

p̄∈Z∞
(1 + |p̄|)N

∣∣φ̂(p̄)
∣∣ <∞ ∀N = 0, 1, . . . . (1.14)

En particular para N = 0 esta condición dice que φ̂ ∈ L1(Z∞). Definamos

φ0(x) =
∑
p̄∈Z∞

φ̂(p̄)e2πip̄·x (x ∈ Tω).
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Por ser suma de una serie uniformemente convergente de funciones continuas, esta función φ0 es
continua en todo punto de Tω. Pero el Teorema 1.12 nos asegura que φ(x) = φ0(x) a.e. en Tω.

Para N = k, la condición (1.14) implica que p̄αφ̂(p̄) ∈ L1(Z∞), siendo α un multíındice
finitamente no nulo tal que |α| ≤ k, ya que (recordar aqúı la notación de 1.26)

|p̄α| ≤
(
máx |pj |

)|α| ≤ (máx |pj |
)k
< (1 + |p̄|)k.

Para cada j = 1, 2, . . ., sea ej = (δjk)
∞
k=1 (delta de Kronecker). Si t 6= 0, para cada x ∈ Tω

tenemos
φ0(x+ tej)− φ0(x)

t
=
∑
p̄∈Z∞

pjφ̂(p̄)
e2πipjt − 1

pjt
e2πip̄·x.

Tomemos ĺımites cuando t → 0. Se pueden tomar ĺımites término a término dentro de la serie
en aplicación del teorema de convergencia dominada de Lebesgue (considerando la medida de
contar) ya que por hipótesis pjφ̂(p̄) ∈ L1(Z∞). Aśı resulta

(Djφ0)(x) =
∑
p̄∈Z∞

2πipjφ̂(p̄)e2πip̄·x,

luego φ0 admite derivada parcial Dj en todo punto de Tω. Además esta derivada es continua
porque la serie anterior, al ser absolutamente convergente, es una serie de funciones continuas
uniformemente convergente. Entonces φ0 ∈ C(1(Tω). Y de este modo la función φ(x) es igual
a.e. a una función de clase C(1(Tω).

Del mismo modo podemos proceder por inducción sobre el orden total de derivación. Supon-
gamos que φ0 ∈ C(k(Tω) (k ≥ 1), y que para cada multíındice finitamente no nulo β de orden
|β| = k se cumple

(Dβφ0)(x) =
∑
p̄∈Z∞

(2πip̄)βφ̂(p̄)e2πip̄·x.

Entonces, para cada j = 1, 2, . . ., usando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue se
deduce que

(DjD
βφ0)(x) =

∑
p̄∈Z∞

2πipj(2πip̄)
βφ̂(p̄)e2πip̄·x.

y que esta derivada, de grado ≤ k + 1, es continua, ya que por hipótesis p̄β+1φ̂(p̄) ∈ L1(Z∞).
Entonces φ0 ∈ C(k+1(Tω), lo que termina la demostración.

1.33 Nota. A partir de la implicación directa del resultado anterior se sigue en particular que

φ ∈ D(Tω) =⇒
∣∣φ̂(p̄)

∣∣ = o
(
(1 + |p̄|)−N

)
∀N ∈ N.

1.2.2. Sobre divergencia absoluta de las series de Fourier en el toro infinito

En una comunicación personal a Luz Roncal en mayo de 2016, el profesor Alexander D.
Bendikov conjeturó que la implicación f ∈ C(∞(Tω) =⇒ f ∈ A(Tω), que se cumple, como
acabamos de ver, para funciones que sólo dependen de un número finito de las infinitas variables,
y por cuya validez en aquel momento todav́ıa nos estábamos preguntando, es falsa en general.
Este hecho establece una diferencia significativa con respecto a lo que ocurre en el caso finito-
dimensional.

En la misma comunicación privada, el profesor Bendikov sugirió que se podŕıa encontrar,
construyendo una adecuada función Theta de Jacobi en infinitas variables, un contraejemplo,
es decir, una función infinitamente derivable en Tω y dependiente de infinitas variables para
la cual los módulos de los coeficientes de su serie de Fourier formasen una serie divergente. La



22 1. Análisis armónico en Tω (I)

construcción v́ıa formas cuadráticas dependientes de las infinitas variables que presentaremos
en esta subsección no sigue el camino indicado por Bendikov. En cualquier caso, y hasta donde
alcanza nuestro conocimiento, no hay otros contraejemplos en la literatura3.

La construcción de los contraejemplos nuestros que corroboran la afirmación de Bendikov
está basada en resultados clásicos de Toeplitz [115]4, Littlewood [81] y Bohnenblust y Hille [16].
Nuestro resultado principal es, pues, el siguiente:

1.34 Teorema. Hay funciones de la clase C(∞(Tω), dependientes de infinitas variables, cuya
serie de Fourier diverge absolutamente.

Aunque aqúı nos restringimos al caso del toro infinito, debemos señalar que Bendikov y L.
Saloff-Coste han estudiado [7] varias escalas de funciones suaves en el contexto más general de
grupos compactos y conexos infinito-dimensionales.

A continuación, en un primer subeṕıgrafe presentamos una exposición detallada de las formas
bilineales y cuadráticas que hemos usado para construir nuestros contraejemplos. Los propios
contraejemplos y, con ellos, la demostración del Teorema 1.34, están contenidos en un segundo
subeṕıgrafe.

Formas bilineales y cuadráticas de infinitas variables

Denotaremos ahora como S :=
{

(zn)∞n=1 | zn ∈ C, |zn| ≤ 1 ∀n ∈ N
}

el polidisco infinito-
dimensional (o la bola unidad cerrada de `∞(N)). Consideraremos el espacio S dotado de la
topoloǵıa del producto cartesiano de infinitos ćırculos unidad del plano complejo. Muy en par-
ticular, si x ∈ Tω, entonces

z = e2πix :=
(
e2πix1 , . . . , e2πixn , . . .

)
∈ S,

y en este caso es |zn| = 1 ∀n ∈ N.
Una forma bilineal en S, o forma bilineal en infinitas variables, se define (en principio solo

formalmente) por la expresión

Q(x, y) :=
∞∑

m,n=1

amnxmyn (amn ∈ C, x, y ∈ S). (1.15)

El carácter bilineal y la propia existencia de la función Q(x, y) dependen de la convergencia de
la serie doble que la define, de manera que antes de continuar recordaremos algunas cosas que
necesitaremos sobre series dobles.

1.35 Series dobles. Definiciones y notas. [20, p. 72-76], [87] Consideremos la serie doble de
números complejos

∞∑
m,n=1

amn. (1.16)

Las sumas parciales rectangulares (finitas) de (1.16) son

sMN :=

M∑
m=1

N∑
n=1

amn, (M,N) ∈ N2.

Se dice que la serie (1.16) converge a s ∈ C en el sentido de Pringsheim cuando ∀ε > 0 ∃µ tal
que

|sMN − s| < ε si M,N ≥ µ.
3Ver nuestra nota al final de la subsección.
4Se presenta una traducción propia al castellano de esta referencia en el Anexo 3 final.
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Una condición necesaria y suficiente para que la serie (1.16) converja en el sentido de Prings-
heim es la siguiente:

∀ε > 0 ∃µ tal que |sPQ − sMN | < ε si P > M ≥ µ y Q > N ≥ µ. (1.17)

La necesidad es obvia. La suficiencia se prueba de la siguiente manera: dado ε > 0, por hipótesis
es |sQQ−sNN | < ε si Q > N ≥ µ, de modo que la sucesión σn := snn es una sucesión de Cauchy.
Sea s := ĺımn→∞ σn, se tendrá que ∃µ1 tal que |s− sNN | < ε/2 si N > µ1. Y por otro lado, por
hipótesis ∃µ2 tal que |sPQ−sNN | < ε/2 si P,Q > N > µ2. Se deduce entonces que |sPQ−s| < ε
si P,Q > máx{µ1, µ2} y por consiguiente la serie (1) converge a s en el sentido de Pringsheim.

Si la serie (1.16) converge en el sentido de Pringsheim, se sigue de la definición que para todo
ε > 0 se cumple ∣∣∣∣ M∑

j=m

N∑
k=n

ajk

∣∣∣∣ = |sM,N − sm−1,N − sM,n−1 + sm−1,n−1| < 4ε

si mı́n{m,n} > µ1(ε) y M ≥ m, N ≥ n. Pero a diferencia de lo que ocurre para series simples,
esta condición no es suficiente para la convergencia de (1.16) en el sentido de Pringsheim. Un
contraejemplo [87] lo muestra la serie doble en la que

a1n = (−1)n+1 ∀n; am1 = (−1)m+1 ∀m; amn = 0 si m 6= 1 y n 6= 1.

Si las series
∑

m,n amn y
∑

m,n amn son convergentes en el sentido de Pringsheim, entonces la
serie

∑
m,n(amn + bmn) también lo es, y∑

m,n

(amn + bmn) =
∑
m,n

amn +
∑
m,n

bmn. (1.18)

Godfrey H. Hardy [58, p. 88] introdujo el concepto más fuerte de convergencia regular de
una serie doble: se dice que (1.16) converge regularmente a la suma s ∈ C cuando converge a
s en el sentido de Pringsheim y, además, todas las series fila y columna,

∑∞
n=1 amn para ca-

da m = 1, 2, . . ., y
∑∞

m=1 amn para cada n = 1, 2, . . ., respectivamente, convergen como series
simples. Una serie doble absolutamente convergente es también regularmente convergente, pe-
ro la convergencia regular es suficiente [87, Th. 1] para que las sumas iteradas sean también
convergentes y se cumpla

∞∑
m,n=1

amn =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

amn.

1.36 Definición. La serie en (1.15) está completamente acotada en S si existe una constante
H tal que ∣∣∣∣ M∑

m=1

N∑
n=1

amnxmyn

∣∣∣∣ ≤ H ∀x, y ∈ S, ∀M,N ∈ N. (1.19)

El siguiente teorema se debe a John E. Littlewood. La demostración original es muy es-
quemática en algunos puntos. Presentamos una versión más prolija en detalles.

1.37 Teorema. [81, p. 166–168] Si la serie en (1.15) está completamente acotada en S por
una constante H, entonces converge en el sentido de Pringsheim, uniformemente en S2, a una
forma bilineal Q(x, y) que verifica |Q(x, y)| ≤ H ∀x, y ∈ S (se dice, entonces, que la forma
bilineal Q(x, y) es completamente acotada en S).
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Demostración. Aunque en principio solo tenga sentido formal, diremos que la forma Q(x, y)
está completamente acotada para abreviar el hecho de que la serie presente en (1.15) está com-
pletamente acotada en S. Por claridad señalaremos unos pasos en la demostración del teorema.

Paso I. Veamos en primer lugar que bajo la hipótesis, las series
∑∞

n=1 |amn| para cada m ∈ N,
y
∑∞

m=1 |amn| para cada n ∈ N, son convergentes.

Para M,N ∈ N fijos, denotaremos por QMN (x, y) las sumas (o secciones) rectangulares de
Q(x, y), es decir,

QMN (x, y) :=
M∑
m=1

N∑
n=1

amnxmyn, (x, y ∈ S). (1.20)

En realidad, QMN (x, y) es función solamente de las M primeras coordenadas de x y de las N
primeras coordenadas de y, con lo cual se puede considerar que es una forma bilineal definida
en DM ×DN , denotando por D el disco unidad cerrado del plano complejo. Si ponemos

x(M) := πM (x) = (x1, . . . , xM ), y(N) := πN (y) = (y1, . . . , yN ), (1.21)

tenemos por hipótesis que∣∣QMN

(
x(M), y(N)

)∣∣ ≤ H si
∥∥x(M)

∥∥
∞,
∥∥y(N)

∥∥
∞ ≤ 1.

Sea entonces ahora, por ejemplo, n0 ∈ N fijo (procedeŕıamos de manera análoga en un caso
de m0 ∈ N fijo), y consideremos

ξn0 :=
( a1n0

|a1n0 |
, . . . ,

amn0

|amn0 |
, . . .

)
y ηn0 := (δ1n0 , . . . , δmn0 , . . .) con δij de Kronecker.

Evidentemente ξn0 y ηn0 pertenecen a S, y para cada M ∈ N tal que M > n0 se verifica

M∑
m=1

|amn0 | = QMM

(
ξ(M)
n0

, η(M)
n0

)
= QMM (ξn0 , ηn0) = |QMM (ξn0 , ηn0)| ≤ H

conH independiente deM . Por consiguiente la serie de términos positivos
∑∞

m=1 |amn0 | converge.

Paso II. De lo probado en el paso I se deduce que, dados ε > 0 y ν ∈ N, ∃λ = λ(ν) ∈ N tal que
se verifican a la vez ∑

n≤ν

∑
m≥λ
|amn| <

ε

2
y

∑
m≤ν

∑
n≥λ
|amn| <

ε

2
. (1.22)

En efecto, para cada n = 1, . . . , ν,

∞∑
m=1

|amn| <∞ =⇒ ∃λ(n) tal que
∑

m≥λ(n)

|amn| <
ε

2ν

y análogamente, para cada m = 1, . . . , ν,

∞∑
n=1

|amn| <∞ =⇒ ∃λ(m) tal que
∑

n≥λ(m)

|amn| <
ε

2ν
.

Tomando entonces λ = máx{ν + 1, λ(1), . . . , λ(ν), λ
(1), . . . , λ(ν)}, se tiene∑

m≥λ
|amn| <

ε

2ν
∀n = 1, . . . , ν, luego

∑
n≤ν

∑
m≥λ
|amn| <

∑
n≤ν

ε

2ν
=
ε

2
,
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y ∑
n≥λ
|amn| <

ε

2ν
∀m = 1, . . . , ν, luego

∑
m≤ν

∑
n≥λ
|amn| <

∑
m≤ν

ε

2ν
=
ε

2
.

Paso III. Sea H el supremo del conjunto de números reales, acotado superiormente por hipótesis,{
|QMN (x, y)| : M,N ∈ N, x, y ∈ S

}
,

y sea ε > 0. Existen entonces L ∈ N y x0 = (x01, x02, . . .), y0 = (y01, y02, . . .) ∈ S (basta
considerarlos si queremos en DL) de modo que |QLL(x0, y0)| > H − ε. De hecho se puede
suponer que QLL(x0, y0) es un número real y que se cumple QLL(x0, y0) > H − ε. Porque, si
fuera

QLL(x0, y0) =
L∑

m=1

L∑
n=1

amnx0my0n = QLL
(
x

(L)
0 , y

(L)
0

)
= ρe2πiθ

con θ ∈ [0, 1) y ρ > H − ε como se está suponiendo, tomaŕıamos, en lugar de y0, el punto
y1 = y0e

−2πiθ ∈ S, y entonces ya tendŕıamos

QLL(x0, y1) = QLL
(
x

(L)
0 , y

(L)
0 e−2πiθ

)
= e−2πiθQLL(x0, y0) = ρ > H − ε,

como queremos.
Por otra parte sea ahora Λ = λ(L) (tener en cuenta que es λ(L) > L). Para M > Λ y N > Λ

se tiene (Figura 1.2):

Figura 1.2: Zonas de sumación para QMN (x, y).

QMN (x, y) =

M∑
m=1

N∑
n=1

amnxmyn =
∑

(m,n)∈I

+
∑

(m,n)∈II

+
∑

(m,n)∈III

+
∑

(m,n)∈IV

= TI(x, y) + TII(x, y) + TIII(x, y) + TIV (x, y),

siendo

I = {1, . . . , L} × {1, . . . , L},
II = {L+ 1, . . . ,Λ− 1} × {1, . . . , N} ∪ {1, . . . ,M} × {L+ 1, . . . ,Λ− 1},
III = {Λ, . . . ,M} × {1, . . . , L} ∪ {1, . . . , L} × {Λ, . . . , N},
IV = {Λ, . . . ,M} × {Λ, . . . , N}.
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De acuerdo con (1.22), ∀x, y ∈ S se tiene

∣∣TIII(x, y)
∣∣ ≤∑

n≤L

M∑
m=Λ

|amn|+
∑
m≤L

N∑
n=Λ

|amn| ≤
∑
n≤L

∑
m≥Λ

|amn|+
∑
m≤L

∑
n≥Λ

|amn| < ε.

Si tomamos x e y de modo que

xj =

{
x0j si 1 ≤ j ≤ L,
0 si L+ 1 ≤ j ≤ Λ− 1,

yj =

{
y0j si 1 ≤ j ≤ L,
0 si L+ 1 ≤ j ≤ Λ− 1,

siendo arbitrarios los valores del resto de las variables xj , yj para j ≥ Λ, se tiene entonces que

TI(x, y) = QLL(x0, y0) > H − ε y TII(x, y) = 0.

Y esto implica que ∣∣TIV (x, y)
∣∣ =

∣∣∣∣ M∑
m=Λ

N∑
n=Λ

amnxmyn

∣∣∣∣ < 2ε, (1.23)

pues de lo contrario, si es TIV (x, y) = ρe2πiθ con θ ∈ [0, 1) y ρ ≥ 2ε, podemos considerar el
punto y′ = (y′j) ∈ S definido aśı:

y′j =

{
yj si 1 ≤ j ≤ Λ− 1,

yje
−2πiθ si j ≥ Λ,

cumpliéndose que TIV (x, y′) = ρ ≥ 2ε, con lo cual

<
(
QMN (x, y′)

)
> H − ε+ <

(
TIII(x, y

′)
)

+ 2ε > H − ε− ε+ 2ε = H,

lo que implicaŕıa
∣∣QMN (x, y′)

∣∣ > H, absurdo.
La condición (1.23) se cumple, de hecho, ∀(x, y) ∈ S2, ya que las variables involucradas en

esa sumación, extendida a la zona de ı́ndices IV (Figura 1.2), se tomaban arbitrariamente en la
consideración anterior. De modo que se tiene∣∣∣∣ M∑

m=Λ

N∑
n=Λ

amnxmyn

∣∣∣∣ < 2ε si mı́n{M,N} > Λ. (1.24)

Como hemos señalado anteriormente, esta condición (1.24) no implica todav́ıa la convergencia
de la serie (1.15) en el sentido de Pringsheim.

Paso IV. Pero sea ahora Λ1 = λ(Λ). Supongamos mı́n{M1, N1} > Λ1. Se tiene

QM1N1(x, y)−QΛ1Λ1(x, y) =
∑

(m,n)∈I′
amnxmyn +

∑
(m,n)∈II′

amnxmyn

= TI′(x, y) + TII′(x, y),

donde (ver Figura 1.3)

I ′ = {Λ1, . . . ,M1} × {Λ1, . . . , N1} ∪ {Λ, . . . ,Λ1} × {Λ1, . . . , N1} ∪ {Λ1, . . . ,M1} × {Λ, . . . ,Λ1},
II ′ = {1, . . . ,Λ} × {Λ1, . . . , . . . , N1} ∪ {Λ1, . . . , . . . , N1} × {1, . . . ,Λ}.

Aplicando (1.22) se tiene, ∀(x, y) ∈ S2,

∣∣TII′(x, y)
∣∣ ≤∑

n≤Λ

M1∑
m=Λ1

|amn|+
∑
m≤Λ

N1∑
n=Λ1

|amn| ≤
∑
n≤Λ

∑
m≥Λ1

|amn|+
∑
m≤Λ

∑
n≥Λ1

|amn| < ε.



1.2. Derivación parcial y coeficientes de Fourier 27

Figura 1.3: Zonas de sumación para estimar QM1N1(x, y)−QΛ1Λ1(x, y).

Y, por otro lado, aplicando (1.24) obtenemos

∣∣TI′(x, y)
∣∣ =

∣∣∣∣ M1∑
m=Λ

N1∑
n=Λ

amnxmyn −
Λ1∑
m=Λ

Λ1∑
n=Λ

amnxmyn

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ M1∑
m=Λ

N1∑
n=Λ

amnxmyn

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ Λ1∑
m=Λ

Λ1∑
n=Λ

amnxmyn

∣∣∣∣ < 2ε+ 2ε = 4ε,

ya que mı́n{M1, N1} > Λ1 > Λ.
De este modo resulta que∣∣QM1N1(x, y)−QΛ1Λ1(x, y)

∣∣ < 5ε ∀(x, y) ∈ S2, (1.25)

y esta condición es suficiente para la convergencia en el sentido de Pringsheim de la serie de
(1.15). Pues sean M1 > P1 > Λ1 y N1 > Q1 > Λ1: basta considerar (ver la Figura 1.4) que

Figura 1.4: Argumentación final del teorema 1.37.

QM1N1(x, y)−QQ1P1(x, y) =
(
QM1N1(x, y)−QΛ1Λ1(x, y)

)
−
(
QQ1P1(x, y)−QΛ1Λ1(x, y)

)
y aśı∣∣QM1N1(x, y)−QQ1P1(x, y)

∣∣ ≤ ∣∣QM1N1(x, y)−QΛ1Λ1(x, y)
∣∣+ ∣∣QQ1P1(x, y)−QΛ1Λ1(x, y)

∣∣ < 10ε,



28 1. Análisis armónico en Tω (I)

que es la condición suficiente de tipo (1.17) para la convergencia en el sentido de Pringsheim
de la serie

∑∞
m,n=1 amnxmyn para todo (x, y) ∈ S2. Como Λ1 = Λ1(ε) pero no depende de

(x, y), la convergencia es uniforme en S2. Y de hecho, como las series fila y columna son todas
absolutamente convergentes, la convergencia es regular. Se sigue denotando por Q(x, y) a la
suma de la serie en cada (x, y) ∈ S2.

Es obvio que entonces |Q(x, y)| ≤ H ∀x, y ∈ S y, aplicando (1.18), que Q(x, y) es bilineal, es
decir, que se cumple particularmente

Q(x, y+y′) = Q(x, y)+Q(x, y′) y Q(x+x′, y) = Q(x, y)+Q(x′, y) ∀x, x′, y, y′ ∈ S. (1.26)

Cuando la forma bilineal Q(x, y) es completamente acotada en S, en particular se verifica
que dado ε > 0, existe ν1 = ν1(ε) tal que

∣∣Q(x, y)−Qνν(x, y)
∣∣ < ε ∀(x, y) ∈ S2 si ν ≥ ν1. Y de

aqúı se sigue fácilmente la siguiente consecuencia:

1.38 Corolario. Una forma bilineal Q(x, y) completamente acotada en S define una función
continua en S2.

Demostración. Ya hemos indicado antes que consideramos en S la topoloǵıa del producto carte-
siano de infinitos discos. La definición de continuidad para una función en S2 es entonces análoga
a la que se ha dado en la Definición 1.21.

Sea (x0, y0) ∈ S2 fijo y sea ε > 0. En primer lugar, según acabamos de decir, ∃ν1(ε) tal que
si ν ≥ ν1 se verifica ∣∣Q(x, y)−Qνν(x, y)

∣∣ < ε

3
∀(x, y) ∈ S2.

Consideremos la forma bilineal Qν1ν1

(
x(ν1), y(ν1)

)
definida en Dν1 ×Dν1 por

ν1∑
m=1

ν1∑
n=1

amnxmyn.

Esta es una función (polinómica) continua en cada punto, en particular lo es en
(
x

(ν1)
0 , y

(ν1)
0

)
:

luego existe un número δ > 0 (que depende del punto (x0, y0), y también de ε a través de ν1)
tal que∣∣Qν1ν1

(
x(ν1), y(ν1)

)
−Qν1ν1

(
x

(ν1)
0 , y

(ν1)
0

)∣∣ < ε

3
si máx

1≤j≤ν1

{
|xj − x0j |, |yj − y0j |

}
< δ.

Entonces, para todo (x, y) ∈ S2 que cumpla las condiciones máx
{
|xj − x0j |, |yj − y0j |

}
< δ

para j = 1, . . . , ν1, se tiene∣∣Q(x, y)−Q(x0, y0)
∣∣ ≤ ∣∣Q(x, y)−Qν1ν1(x, y)

∣∣
+
∣∣Qν1ν1(x, y)−Qν1ν1(x0, y0)

∣∣+
∣∣Qν1ν1(x0, y0)−Q(x0, y0)

∣∣
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

(ya que Qν1ν1(x, y) = Qν1ν1

(
x(ν1), y(ν1)

)
para todo (x, y) ∈ S2), y la continuidad de Q(x, y) en

(x0, y0) queda probada.

1.39 Definiciones y comentarios. Sea entonces Q(x, y) =
∑∞

m,n=1 amnxmyn una forma bili-
neal completamente acotada por una constante H en S y que define, de acuerdo con el Corolario
1.38, una función continua en S2. En particular sea

C(x) = Q(x, x) =

∞∑
m,n=1

amnxmxn (x ∈ S).
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La forma cuadrática C(x) se dice también completamente acotada en S, ya que se verifica

|CM (x)| =
∣∣∣∣ M∑
m=1

M∑
n=1

amnxmxn

∣∣∣∣ ≤ H ∀x ∈ S, ∀M ∈ N.

Cuando una forma bilineal Q(x, y) es completamente acotada en S quedan bien definidas
sus derivadas parciales [66, p. 128]. Poniendo, para cada p ∈ N, ep = (δpn)∞n=1 ∈ S (deltas de
Kronecker), se tiene, aplicando (1.26),

∂Q

∂yp
(x, y) = ĺım

t→0

Q(x, y + tep)−Q(x, y)

t
= Q(x, ep) =

∞∑
m=1

ampxm,

∂Q

∂xp
(x, y) = ĺım

t→0

Q(x+ tep, y)−Q(x, y)

t
= Q(ep, y) =

∞∑
n=1

apnxn,

y por consiguiente estas derivadas parciales son formas lineales acotadas. Como
∑∞

n=1 |apn| y∑∞
m=1 |amp| son series convergentes para todo p, las funciones ∂Q

∂xp
(x, y) y ∂Q

∂yp
(x, y) son continuas

en S2 en aplicación de un resultado (en S2) análogo a nuestro anterior Lema 1.22 (en Tω).

1.40 Corolario. (a) Si la forma bilineal Q(x, y) es completamente acotada en S, entonces la
forma cuadrática C(x) = Q(x, x) es de clase C(∞(S).

(b) Si la forma cuadrática C(x) = Q(x, x) es completamente acotada en S, entonces es de
clase C(∞(S).

Demostración. (a) La forma cuadrática C(x) = Q(x, x) es continua en S según el Corolario
1.38. Para cada p ∈ N se tiene

∂C

∂xp
(x) =

∂Q

∂xp
(x, x) +

∂Q

∂yp
(x, x) =

∞∑
n=1

apnxn +

∞∑
m=1

ampxm =

∞∑
j=1

(apj + ajp)xj

por la convergencia absoluta de cada serie. Entonces la forma lineal ∂C
∂xp

(x) es continua en
aplicación del Lema 1.22. Y sus derivadas parciales son ya funciones constantes.

(b) De la identidad

Q(x, y) = Q
(

1
2(x+ y), 1

2(x+ y)
)
−Q

(
1
2(x− y), 1

2(x− y)
)

se deduce que la forma bilineal Q(x, y) es también completamente acotada en S. Y entonces se
aplica el apartado (a).

Funciones en C(∞(Tω) cuya serie de Fourier diverge absolutamente

En este subeṕıgrafe demostramos el Teorema 1.34. En 1913 Otto Toeplitz [115, p. 427] pre-
sentó una forma cuadrática en infinitas variables

C(z) =

∞∑
m,n=1

amnzmzn (z ∈ S), (1.27)

simétrica (es decir, tal que amn = anm), completamente acotada en S en el sentido antes definido,
y tal que la serie

∑∞
m,n=1 |amn| es divergente. Esta forma cuadrática se describirá después.

Nosotros simplemente sustituiremos en la forma de Toeplitz z = e2πix (es decir, zj = e2πixj para
todo j) con x ∈ Tω, y consideraremos entonces la función

F (x) = C(e2πix) =
∞∑

m,n=1

amne
2πi(xm+xn), x = (xj)

∞
j=1 ∈ Tω. (1.28)
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Del Corolario 1.40 (b) se sigue que F ∈ C(∞(Tω). En particular, la función F es integrable.
Calculemos ahora los coeficientes de Fourier de la función F . Vamos a usar para ello que

F (x) = ĺımM→∞ FM (x), donde

FM (x) =
∑

m,n=1,...,M

amne
2πi(xm+xn).

Debido a que la forma cuadrática (1.27) es completamente acotada en S, es decir, que se tiene
|C(z)| ≤ H para todo z ∈ S, se verifica entonces que |FM (x)| < H para todo M ∈ N y x ∈ Tω.
Esto permite aplicar el teorema de convergencia de Vitali para escribir, para cada p̄ ∈ Z∞ fijo:

F̂ (p̄) =

∫
Tω

( ∞∑
m,n=1

amne
2πi(xm+xn)

)
e−2πip̄·x dx

=

∫
Tω

(
ĺım
M→∞

∑
m,n=1,...,M

amne
2πi(xm+xn)

)
e−2πip̄·x dx

=

∫
Tω

ĺım
M→∞

( ∑
m,n=1,...,M

amne
2πi(xm+xn)e−2πip̄·x

)
dx

= ĺım
M→∞

∑
m,n=1,...,M

amn

∫
Tω
e2πi((xm+xn)−p̄·x) dx

5

=
∞∑

m,n=1

amn

∫
Tω
e2πi((xm+xn)−p̄·x) dx

=


amn + anm = 2amn si p̄ = ēm + ēn, m 6= n

amm si p̄ = 2ēm,

0 en otro caso,

donde denotamos por ēq el elemento (δqj)
∞
j=1 de Z∞ (delta de Kronecker).

De esta manera hemos probado que la expresión (1.28) que define F (x) es su propia serie de
Fourier,

∑
p̄∈Z∞ F̂ (p̄)e2πip̄·x. Entonces tendremos

∑
p̄∈Z∞

∣∣F̂ (p̄)
∣∣ =

∞∑
m,n=1

|amn|

y, como va a a ser
∑∞

m,n=1 |amn| = ∞, nuestra función F es un contraejemplo que demuestra

que la implicación f ∈ C(∞(Tω) =⇒
∑

p̄∈Z∞ |f̂(p̄)| <∞ es falsa.
Ahora pasamos a describir la forma cuadrática C(z). Primero demostramos un lema auxiliar.

Toeplitz lo dio para matrices ortogonales reales [115, p. 423-426]. En lo que sigue, D denota el
disco unidad cerrado del plano complejo.

1.41 Lema. (Littlewood, [81, p. 171]. Ver también [16, pág. 609]). Sea A = (amn)N×N es una
matriz unitaria, es decir, una matriz para la que se cumple

N∑
n=1

arnasn = δrs ∀r, s = 1, . . . , N

5De hecho, denotando por M0 el mayor ı́ndice no nulo de p̄, es decir, el ı́ndice tal que pj = 0 para todo j > M0,
se tiene

∞∑
m,n=1

amn

∫
Tω
e2πi((xm+xn)−p̄·x) dx =

∑
m,n=1,...,M0

amn

∫
Tω
e2πi((xm+xn)−p̄·x) dx.
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(deltas de Kronecker). Se define QNN (x) := N−1
∑N

m,n=1 amnxmxn para x ∈ DN . Entonces, se
verifica

|QNN (x)| ≤ 1 ∀x ∈ DN .

Demostración. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

|QNN (x)| ≤ N−1
N∑
n=1

|xn| ·
∣∣∣∣ N∑
m=1

amnxm

∣∣∣∣ ≤ N−1
N∑
n=1

1 ·
∣∣∣∣ N∑
m=1

amnxm

∣∣∣∣
≤ N−1/2

( N∑
n=1

∣∣∣∣ N∑
m=1

amnxm

∣∣∣∣2)1/2

= N−1/2

(
N∑
n=1

( N∑
r=1

arnxr

)( N∑
s=1

asn xs

))1/2

,

de donde, por la hipótesis,

N · |QNN (x)|2 ≤
N∑
n=1

N∑
r,s=1

arnasnxrxs =

N∑
r,s=1

xrxs

N∑
n=1

arnasn

=
N∑
r=1

xrxr =
N∑
r=1

|xr|2 ≤ N,

y en efecto es |QNN (x)| ≤ 1 ∀x ∈ DN .

1.42 La forma cuadrática de Toeplitz. Toeplitz define en primer lugar C1(z1, . . . , z4) como
la forma cuadrática en D4 cuya matriz de coeficientes es

C1 =


−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

 .

La matriz real C1 es simétrica y cumple C2
1 = 4I, luego aplicando el Lema 1.41 resulta∣∣C1(z1, . . . , z4)

∣∣ ≤ 43/2 = 8

en D4 (este valor máximo del módulo se alcanza para z1 = . . . = z4 = 1).
A continuación define C2(z1, . . . , z42) como la forma cuadrática en D42

cuya matriz de coefi-
cientes es

C2 =


−C1 C1 C1 C1

C1 −C1 C1 C1

C1 C1 −C1 C1

C1 C1 C1 −C1

 .

Del Lema 1.41 resulta ∣∣C2(z1, . . . , z42)
∣∣ ≤ (42)3/2 = 82

en D42
(alcanzándose el módulo máximo para z1 = . . . = z42 = 1).

De manera inductiva, a partir de la forma cuadrática de 4α variables (α ≥ 1) de matriz Cα,
se construye la forma cuadrática de 4α+1 variables y matriz

Cα+1 =


−Cα Cα Cα Cα
Cα −Cα Cα Cα
Cα Cα −Cα Cα
Cα Cα Cα −Cα

 .
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De acuerdo con el Lema 1.41 tenemos que para todo α se cumple∣∣Cα(z1, . . . , z4α)
∣∣ ≤ (4α)3/2 = 8α

en D4α . Finalmente, para x ∈ S Toeplitz define

C(x) =
µ1

8
C1(x1, . . . , x4) +

µ2

82
C2(x4+1, . . . , x4+42) +

µ3

83
C3(x42+4+1, . . . , x42+4+43) + · · · (1.29)

donde (µα)∞α=1 es una sucesión de números positivos que se puede determinar después, y de-
muestra el siguiente lema:

1.43 Lema. [115, p. 426-427] Si se eligen los µα > 0 de modo que la serie
∑
µα sea convergente,

entonces la forma cuadrática (1.29) es completamente acotada.

Demostración. El módulo del α-ésimo término de (1.29) es menor o igual que µα. La sección
parcial CM (x) de C(x) que trunca esta forma cuadrática de infinitas variables justo al final del
α-ésimo término (cuando M = 4

3(4α − 1)), alcanza el valor máximo de su módulo, µ1 + . . . µα,

cuando todas las coordenadas de x(M) valen 1, y por consiguiente está uniformemente acotada
en módulo por el número H =

∑∞
j=1 µj independiente de α. Y todas las demás secciones también

quedan en módulo uniformemente por debajo de esa cota, ya que para todo n ∈ N y todo x ∈ S
se cumple

máx |C(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)| ≤ máx |C(x1, . . . , xn, xn+1, 0, . . .)|
puesto que el máximo del módulo de la sección parcial Cn+1(x) en Dn+1 se alcanza en la frontera
|x1| = 1, . . . , |xn+1| = 1 de este dominio.

Además, la suma de los módulos de todos los coeficientes de la forma cuadrática C(x) de
(1.29) es

∑
2αµα. Es fácil elegir los µα de modo que

∑
µα <∞ y

∑
2αµα =∞ (v.g., µα = 1

α2 ,
µα = 2−α). Entonces, la función

F (x) = C(e2πix) (x ∈ Tω)

construida con estos µα es nuestro primer contraejemplo. Su serie de Fourier diverge absoluta-
mente.

1.44 Las formas cuadráticas de Littlewood. A partir de [81, p. 171-173] y [16, p. 609-612]
se puede conseguir una variedad de contraejemplos que generalizan el precedente, basados en
formas cuadráticas en S en las que no todos los coeficientes son reales.

Por ejemplo, sea N > 2 un entero fijo y consideremos la colección infinita de matrices

M1 =
(
e2πi rs

N

)
N×N

, r, s = 1, . . . , N,

Mµ =
(
e2πi rs

N ·Mµ−1

)
Nµ×Nµ

, r, s = 1, . . . , N, si µ > 1.

Los elementos de la matriz Mµ son ráıces N -ésimas de la unidad, y Mµ es unitaria para todo

µ ∈ N. Denotemos por Mµ

(
x

(µ)
1 , . . . x

(µ)
Nµ

)
la forma cuadrática de matriz Mµ y las variables de

un elemento genérico x ∈ S sobre las que actúa (advirtamos que esta notación no tiene nada
que ver con la análoga que hemos usado antes en (1.21), por ejemplo), y entonces definamos la
forma cuadrática de infinitas variables

M(x) = N−3/2M1(x1, . . . , xN ) +
1

4
N−3M2(xN+1, . . . , xN+N2)

+
1

9
N−9/2M3(xN+N2+1, . . . , xN+N2+N3) + · · ·

=

∞∑
µ=1

N−3µ/2

µ2
Mµ

(
x

(µ)
1 , . . . x

(µ)
Nµ

)
.
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Aplicando el Lema 1.41 se tiene que∣∣∣Mµ

(
x

(µ)
1 , . . . x

(µ)
Nµ

)∣∣∣ ≤ N3µ/2,

con lo cual ahora se llega a que

|M(x)| ≤
∞∑
µ=1

1

µ2
<∞.

Por consiguiente, M(x) es completamente acotada y, aplicando el Corolario 1.40 (b), pertenece
a la clase C(∞(S). Pero, si se denota M(x) :=

∑∞
m,n=1 amnxmxn, como los coeficientes amn no

nulos tienen todos módulo 1, se tiene

∞∑
m,n=1

|amn| = N−3/2 ·N2 +
1

4
N−3 ·N4 +

1

9
N−9/2 ·N6 + . . . =

∞∑
j=1

N j/2

j2
=∞,

de manera que la serie de Fourier de la función G(x) = M(e2πix), x ∈ Tω, diverge absolutamente.

Bohnenblust y Hille [16, p. 608-614] generalizaron a su vez para formas m-icas (m > 2) los
resultados de Littlewood. Esto permitiŕıa dar nuevos contraejemplos a favor del Teorema 1.34,
esta vez basados en formas m-icas (m > 2) de infinitas variables.



2
Propiedades básicas del análisis
armónico en Tω. Segunda parte

2.1. Resultados inmediatos de convergencia y sumabilidad de
las series de Fourier en Tω

JLR dejó probado en su tesis doctoral [98, III, Corol. 6.2] (v. también [99, Thm. 6, Remarks,
ex. (i)]) el teorema con el que vamos a comenzar esta sección. En aquel contexto aparećıa como un
caso particular de cierto resultado de convergencia relativo a redes monótonas de subgrupos en
un grupo localmente compacto, y en su demostración jugaban un papel fundamental los teoremas
de convergencia a.e. y en norma de martingalas (v. Teorema 2.9). De una manera alternativa y
equivalente, se puede probar usando los teoremas de Jessen, como hacemos a continuación. Hay
que recordar la Definición 1.9.

2.1.1. Convergencia de ĺımite doble iterado

2.1 Teorema. [98, Corol. 6.2, p. 80] Sea f ∈ Lp(Tω), 1 ≤ p < ∞, tal que
∑

p̄∈Z(`)

∣∣f̂(p̄)
∣∣ < ∞

para cada ` ∈ N. Denotemos

f(`)(x) :=
∑
p̄∈Z(`)

f̂(p̄)e2πip̄·x.

Entonces se verifica

(1) ĺım
`→∞

∥∥f(`) − f
∥∥
p

= 0,

(2) ĺım
`→∞

f(`)(x) = f(x) a.e. en Tω.

Demostración. De acuerdo con el Lema 1.5, la función f(`)(x) está definida a.e. por la serie de
Fourier de la sección `-ésima de Jessen de f(x) que hemos denotado por f`(x) en el caṕıtulo
anterior, ecuación (1.8).

Por la hipótesis de convergencia absoluta, usando el teorema de inversión de la transformada
de Fourier en T` [52, Prop. 3.2.5], tenemos que, para cada ` ∈ N se cumple, en norma y a.e.,

ĺım
N→∞

S`,Nf`(x) = f`(x), (2.1)

siendo S`,Nf` la suma parcial (cuadrada) N -ésima de la s.F. de f` considerada como función
definida en T`. Pero S`,Nf`(x) = S`,Nf(x) para todo ` y todo N , si denotamos

S`,Nf(x) :=
∑
p̄∈Z(`)

máx |pj |≤N

f̂(p̄)e2πip̄·x.

34
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Aplicando ahora los teoremas de Jessen 1.4, de (2.1) resulta que, en norma y a.e., se cumple

ĺım
`→∞

(
ĺım
N→∞

S`,Nf(x)
)
= ĺım

`→∞

(
ĺım
N→∞

S`,Nf`(x)
)
= ĺım

`→∞
f`(x) = f(x).

2.1.2. Sumabilidad en norma y casi por todo

Figura 2.1: Explicación manuscrita de JLR (Madrid, 1977).

Nos vamos a limitar a considerar sumabilidad Cesàro. La sumabilidad Cesàro (C, 1) de las
series de Fourier viene establecida, como se sabe, por la convergencia de las medias de Fejér.
Recordemos la expresión Fn,N (x1, . . . , xn) = FN (x1) · · ·FN (xn), (x1, . . . , xn) ∈ Tn, del núcleo
cuadrado de Fejér. Los siguientes resultados de sumabilidad por sumas cuadradas para funciones
en Tn son estándares (recordar (1.5)):

2.2 Teorema.

(a) ([52, Thm. 1.2.19].) Sea 1 ≤ p <∞. Si f ∈ Lp(Tn), entonces ĺımN→∞ Fn,N ∗ f = f en Lp,
es decir, ‖Fn,N ∗ f − f‖p → 0 cuando N →∞.

(b) ([52, Thm. 3.4.4 (b)].) Si f ∈ L1(Tn) (luego, en particular, si f ∈ Lp(Tn) con 1 ≤ p ≤ ∞),
entonces ĺımN→∞ Fn,N ∗ f = f a.e. en Tn.

Usando entonces los teoremas de Jessen es inmediata la prueba de los siguientes resultados
“de ĺımite doble iterado” para la sumabilidad Cesàro de las sumas parciales cuadradas de las
series de Fourier en Tω (v. [63, II, (44.43), (44.53)]):

2.3 Proposición. Sea 1 ≤ p <∞. Si f ∈ Lp(Tω), entonces

ĺım
n→∞

(
ĺım
N→∞

(Fn,N ∗ f)(x)

)
= f(x) (2.2)

en Lp(Tω) y a.e. en Tω.

Demostración. Tener en cuenta (recordar nuestra demostración del Teorema 1.17) que Fn,N ∗f =
Fn,N ∗ fn para todo n ∈ N, si fn es la sección n-ésima de Jessen de la función f ∈ L1(Tω). De
modo que, en primer lugar, para cada n fijo, usando el Teorema 2.2,

ĺım
N→∞

(Fn,N ∗ f)(x) = ĺım
N→∞

(Fn,N ∗ fn)(x) = fn(x1, . . . , xn) = fn(x) (x ∈ Tω)
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en Lp(Tω) y a.e. en Tω. Y en segundo lugar, según los teoremas de Jessen, se verifica, en la norma
de Lp(Tω) y a.e. en Tω, que ĺımn→∞ fn(x) = f(x) (x ∈ Tω). La conclusión es inmediata.

Hewitt y Ross [63, II, p. 676-679] (v. también [42, p. 194]) anotan que es concebible, aunque
aportan razones para decir que es improbable, que se pueda encontrar una sucesión simple de
núcleos de sumabilidad, {Km}∞m=1, en Tω tal que ĺımm→∞(Km ∗ f)(x) = f(x) a.e. para toda
f ∈ L1(Tω). Posiblemente en este contexto JLR dejaba propuestas las siguientes “tareas”, que
nosotros no hemos llegado a abordar (v. Figura 2.1):

(a) Estudiar si la convergencia establecida en (2.2) se cumple “incondicionalmente” como un
ĺımite doble, es decir, si puede ser ĺım(n,N)→(∞,∞) Fn,N ∗ f = f . Parece que a.e. no tiene
mucho sentido, pero podŕıa ser posible en Lp(Tω).

(b) Estudiar en todo caso ese ĺımite doble cuando hay alguna relación entre n y N .

2.4 Nota. Antoni Zygmund señala [123, Ch. XVII, §2] que los problemas de sumabilidad de
las s.F. guardan estrecha conexión con los problemas de diferenciabilidad de integrales, y su
tratamiento, por ejemplo, de la sumabilidad Cesàro (C, 1) de las sumas parciales rectangulares
de las series de Fourier múltiples es paralelo al estudio de la diferenciabilidad fuerte (es decir,
respecto de la base de intervalos de lados paralelos a los ejes, v. la sección siguiente) de las
integrales “indefinidas”. La sumabilidad Cesàro (C, 1) de las sumas parciales cuadradas de las
series de Fourier múltiples es paralelo al estudio de un caso particular de diferenciabilidad
restringida [123, Ch. XVII, §3].

Los resultados análogos a los de la Proposición 2.3 para la sumabilidad (C, 1) de las sumas
parciales rectangulares de la s.F. de f ∈ Lp(Tω) (1 ≤ p < ∞) se siguen de los teoremas de
Jessen y el teorema siguiente. En particular, la convergencia a.e. se sigue sólo cuando p > 1.
En el reciente trabajo [48] de D. Fufaev puede encontrarse una extensión a Tω de la condición
(debida a Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund) del Teorema 2.5(b) y del correspondiente resultado.

2.5 Teorema. (a) ([123, Ch. XVII, (1.20), (1.23)].) Sea 1 ≤ p ≤ ∞. Si f ∈ Lp(Tn), entonces
‖Fn;N1,...,Nn ∗ f − f‖p → 0 cuando Nj →∞ para todo j = 1, . . . , n.

(b) ([123, Ch. XVII, (2.14)].) Si f ∈ L(log+ L)n−1(Tn) (luego, en particular, si f ∈ Lp(Tn) con
1 ≤ p ≤ ∞), entonces ĺımN→∞ Fn;N1,...,Nn ∗ f = f a.e. en Tn (donde N = (N1, . . . , Nn),
y N →∞ si y solo si Nj →∞ para todo j = 1, . . . , n).

M. Mahowald [85] describe un análogo de la sumabilidad Abel para Tω usando un ĺımite
simple en lugar de uno iterado (v. [42, p. 216]).

2.2. Descomposición de tipo Calderón-Zygmund y diferencia-
ción de integrales en Tω

En [99] JLR demostró un resultado de diferenciación de integrales en el contexto de un
grupo localmente compacto G, que conteńıa en particular una descomposición de tipo Calderón–
Zygmund (CZ) [27, Ch. I, Lemma 1] bajo ciertas condiciones. Por la fecha de publicación, su
estudio pudo ser contemporáneo del que hacen Edwards y Gaudry en [41, Ch. 2]. En esta sección
vamos a revisitar estas cosas en su adaptación al caso del grupo compacto y abeliano Tω.

En primer lugar abordaremos una descomposición de tipo CZ asociada a cada función f ∈
L1(Tω) que nos dejaba esbozada JLR en una comunicación personal en 1977, en Madrid, como
muestra un apunte manuscrito suyo que conservamos (Figura 2.2). El asunto consist́ıa en realidad
en seguir fielmente, en el caso G = Tω, y con su ayuda, la primera parte de la prueba del resultado
principal que JLR presentaba [99, Thm. 8].
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Figura 2.2: Explicación manuscrita de JLR (Madrid, 1977).

2.2.1. Esperanza condicional. Convergencia a.e. de martingalas

Por completitud en nuestra exposición vamos a empezar recordando unos conceptos de la
teoŕıa de la Probabilidad que se van a emplear después (v. por ejemplo [91, Ch. II, IV], [110, p.
89–94], [41, Ch. 5], [108, 2.7]). Hay que hacer notar que el teorema de convergencia en casi todo
punto de martingalas, que se debe esencialmente a Doob [36, Ch. VII], estaba ya presente en la
tesis doctoral [98] de JLR.

2.6 Definición. Supongamos fijado un espacio de medida finita (X,A,m). Para cada f ∈ L1(m)
queda definida una medida compleja ϕ en (X,A) por

ϕ(A) :=

∫
A
f dm (A ∈ A).

Si m(A) = 0, entonces se tiene también ϕ(A) = 0, por lo que la medida ϕ es absolutamen-
te continua respecto de m. Supongamos por otra parte que B es una σ-álgebra contenida en
A. Podemos considerar la restricción mB de m a B, y el espacio de medida finita restringido
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(X,B,mB). La restricción ϕB de ϕ a B es una medida en el espacio (X,B) que es absolutamente
continua respecto de la medida mB y, en aplicación del teorema de Radon-Nikodým (ver p. ej.
[82, I, §8]) existe una única (salvo mB-equivalencias) función (la derivada de Radon-Nikodým
dϕB/dmB) B-medible que denotaremos EBf tal que

ϕ(B) =

∫
B

(EBf) dmB (∀B ∈ B).

Esta función se denomina esperanza condicional de f relativa a B. Se verifica entonces (v. [120,
5.13]) ∫

B
f dm =

∫
B

(EBf) dm (∀B ∈ B). (2.3)

De manera que queda definido, por EB(f) = EBf , un operador EB : L1(m) → L0(mB) (del
espacio de clases de equivalencia de funciones A-medibles e integrables en el espacio de clases de
equivalencia de funciones B-medibles) que se llama operador de esperanza condicional relativa a
B.

Supongamos por ejemplo el caso en que el espacio X admite una partición contable {Bn}n∈N
en conjuntos A-medibles de medida positiva, y B es la σ-álgebra engendrada por esa familia
de conjuntos disjuntos, es decir, la mı́nima σ-álgebra que contiene a dicha familia, cosa que
representaremos B := σ({Bn}). Entonces, se verifica a.e.

EBf(x) =
∞∑
n=1

fBn · χBn(x), (2.4)

(donde fB := 1
m(Bn)

∫
Bn
f dm) por la unicidad de la esperanza condicional, ya que la función

s(x) :=
∑∞

n=1 fBn · χBn(x) del segundo miembro de (2.4) es B-medible y se cumple
∫
Bn
s dm =

fBn ·m(Bn) =
∫
Bn
f dm.

Entre las propiedades inmediatas de la esperanza condicional señalemos la siguiente.

2.7 Propiedad. Si B ⊂ C son sub-σ-álgebras de A, entonces EB(ECf) = EBf a.e..

Demostración. Sea B ∈ B; por un lado, por definición de EB,
∫
B E

B dm =
∫
B f dm.

Por otro lado, B ∈ C, luego por definición de EC ,
∫
B f dm =

∫
B E

Cf dm. Ahora, también por
definición de EB, ∫

B
ECf dm =

∫
B
EB
(
ECf

)
dm.

Se deduce de la unicidad que EBf = EB
(
ECf

)
(a.e.).

2.8 Definiciones. Sea (X,A,m) un espacio de medida finita y

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bn ⊂ Bn+1 ⊂ · · ·

una sucesión creciente de sub-σ-álgebras de A.
Una martingala es una sucesión de funciones {fn}n∈N ⊂ L1(m) tales que para cada n ≥ 1,

fn es Bn-medible y se verifica (a.e.) EBnfn+1 = fn.

Por ejemplo, para toda f ∈ Lp(m) (1 ≤ p ≤ ∞) la sucesión de esperanzas condicionales
fn := EBnf (n ∈ N) forma una martingala, ya que EBnfn+1 = EBn(EBn+1f) = EBnf a.e., de
acuerdo con la Propiedad 2.7.

Se define el operador maximal E∗ : L1(m)→ L0(m) asociado a la sucesión {Bn} de σ-álgebras
mediante E∗f = f∗, donde

f∗(x) := sup
n∈N
|fn(x)|

es la función maximal de la martingala (fn).
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El siguiente resultado, teorema de convergencia a.e. para martingalas es bien conocido; para
el caso más simple de f ≥ 0, v. [91, Ch. II]:

2.9 Teorema. [91, Ch. IV], [110, Ch. IV, §1, Thm. 6 y Rem. 1]

(a) El operador maximal E∗ es de tipo (1,1)-débil, es decir, para f ∈ L1(m) y todo λ > 0,

m
(
{x : E∗f(x) > λ}

)
≤ C

λ
‖f‖1

(Doob’s inequality1.)

(b) El operador maximal E∗ es de tipo (p, p)-fuerte, es decir, para f ∈ Lp(m) (1 < p ≤ ∞)
es ‖E∗f‖p ≤ Cp ‖f‖p.

(c) Además, para f ∈ Lp(m) (1 ≤ p ≤ ∞) la sucesión {fn} converge en casi todo punto. De
hecho, se tiene

ĺım
n→∞

fn(x) = EBf,

donde B := σ
(⋃∞

n=1 Bn
)
.

Una vez probado (a), una argumentación estándar permite probar (c). Por ejemplo, cuando
p = 1: para las funciones del tipo s(x) =

∑
j∈J finito cjχSj (x), donde cj ∈ C y Sj ∈ Bj , que forman

un conjunto denso en L1(B,m), se tiene sn = s a partir de cierto n, luego ĺımn→∞ sn(x) = s(x)
(a.e.). Entonces, usando el Teorema 4.19 resulta que fn(x)→ g(x) (a.e.) para una cierta función
g(x) ∈ L1(m). Pero el operador T : f 7→ g que queda aśı definido de L1(m) en L1(m) es de
tipo (1, 1)-débil (por serlo E∗) y es la identidad para la clase densa de funciones s(x) anteriores,
luego T es la identidad en todo L1(B,m).

Por otra parte, como E∗ es obviamente (∞,∞)-fuerte, del teorema de interpolación de Mar-
cinkiewicz se deduce (b).

2.2.2. La descomposición CZ en Tω propuesta por JLR

En palabras que son del propio JLR, el interés de la descomposición de Calderón-Zygmund
asociada a una función integrable f radica en que, para cada a > 0, separa una parte (un
conjunto cerrado) del espacio donde la función es “buena” (donde |f | ≤ a) de una parte (un
conjunto abierto) donde la función es “mala” (donde cierta función maximal de medias Mf > a),
descomponiendo este abierto, cuya medida (finita) va a quedar además controlada, en abiertos
disjuntos tales que la media de |f | en cada uno de ellos va a estar uniformemente acotada. Desde
otro punto de vista, es entonces la propia función |f | la que puede descomponerse en una suma
de dos funciones, |f | = g + b, donde la parte “buena”, g, está esencialmente acotada (a.e.) y la
“mala”, b, tiene cierta propiedad integral de cancelación y además también quedan acotadas sus
medias sobre cada abierto de la antedicha colección.

JLR sobre descomposición de tipo CZ en un grupo localmente compacto

La definición, lema y teorema que siguen pertenecen al trabajo citado de JLR. En su contexto,
G es un grupo localmente compacto (no abeliano en general, se usa notación multiplicativa para
la operación del grupo) con unidad e y medida de Haar (invariante por la izquierda) m, y H
representa un subgrupo discreto de G.

2.10 Definición. ([99, Section 1]; [19, Ch. 7, § 2.10]) Un subconjunto abierto V de G es
un dominio fundamental (DF) para el grupo cociente G/H si se cumplen las dos condiciones
siguientes:

1[36, VII, Thm. 3.2].



40 2. Análisis armónico en Tω (II)

(i) V V −1 ∩H = {e} (o lo que es lo mismo, la restricción π|V es 1 − 1, siendo π : G → G/H
la proyección canónica).

(ii) El conjunto complementario de V H en G es localmente nulo.

Ejemplos. (1) El intervalo abierto (0, 1) es un DF para R/Z.

(2) G = R2, H = aZ× bZ = p1 (a, b > 0), V = (a, 0)× (0, b) (Figure 2.3).

Figura 2.3: Un DF para R2/(aZ× bZ).

(3) El intervalo
(
0, 1

n

)
(n ∈ N) es un DF para T/Rn, denotando por Rn :=

{
0, 1

n , . . . ,
n−1
n

}
el

subgrupo de las ráıces n-ésimas de la unidad en T.

2.11 Lema. [99, Lemma 2] Supongamos que G contiene una sucesión de subgrupos discretos

H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hn ⊂ · · · ⊂ G

tales que cada G/Hn es compacto y pongamos kn := orden(Hn+1/Hn), que es un número finito
para cada n. Entonces existe una sucesión de conjuntos abiertos

V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vn ⊃ · · ·

tales que Vn es un DF para G/Hn, y que cada Vn es (salvo un conjunto de medida cero) la unión
disjunta de kn trasladados de Vn+1 por elementos de Hn+1.

El resultado principal de JLR en este contexto, inserto en la primera parte de la demostración
del Theorem 8 citado, era el siguiente.

2.12 Teorema. [99, Thm. 8] Supongamos adicionalmente que
⋃
nHn es densa en G, y que

sup
n

kn = k <∞. (2.5)

Entonces, para cada f ∈ L1(G) y a > ‖f‖1 existe una sucesión disjunta de conjuntos abiertos
Sj pertenecientes a la familia {tVn : t ∈ Hn, n ∈ N}, de modo que es |f(x)| ≤ a a.e. fuera de
A = ∪jSj, m(A) ≤ C‖f‖1/a para una constante C independiente de f y a, y a ≤ |f |Sj ≤ ka
(j = 1, 2, . . .).

JLR (inédito) sobre descomposición de tipo CZ en Tω

El subsiguiente Teorema 2.14 mostrará la demostración original de JLR del Teorema 2.12 en el
caso G = Tω. Antes de su enunciado hay que establecer una apropiada sucesión de subgrupos (es
la que el propio JLR nos enseñaba en la comunicación personal ya mencionada), que presentamos
a continuación. La descomposición de tipo CZ en Tω resultará estar asociada con una cierta
familia R0 (v. (2.7)) de “intervalos diádicos” de Tω. Además, esta familia R0 va a ser la unión
de una sucesión monótona de redes, conceptos que definimos con detalle a continuación.
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2.13 Definición. ([105, p. 153], [89, VII.43].) Una red2 en Tω es una clase contable de conjuntos
medibles disjuntos cuya unión es Tω excepto tal vez un conjunto de medida nula. Sea {Mn}n∈N
una sucesión de redes en Tω. Esta sucesión se dice monótona si para cada entero positivo n,
cada elemento de Mn+1 está contenido en alguno de Mn. En este caso, para casi todo punto

x ∈ Tω existe, para cada n ∈ N, un único conjunto I
(n)
x ∈Mn tal que x ∈ I(n)

x .

La primera red N1 está compuesta por los conjuntos abiertos (recordar la notación Tn,ω de
1.1.2)

V
(0)

1 = (0, 1
2)× T1,ω and V

(1)
1 = (1

2 , 1)× T1,ω.

Recordemos que Rk := {0, 1
k , . . . ,

k−1
k }, k ∈ N. En la tabla siguiente vemos los primeros

términos de la sucesión creciente de subgrupos Hm ⊂ Tω propuesta por JLR, aśı como algunos
de los primeros términos de la sucesión decreciente de DFs asociada (por claridad usamos aqúı las
notaciones 0̄ := (0, 0, . . .) ∈ Tω, 0̄(k := (0, 0, . . .) ∈ Tk,ω).

m Hm Vm

12 H1 = R2 × {0
(1} V1 = (0, 1

2)× T1,ω

12 + 1 H2 = R2 ×R2 × {0
(2} V2 = (0, 1

2)2 × T2,ω

H3 = R4 ×R2 × {0
(2}

22 H4 = R4 ×R4 × {0
(2} V4 = (0, 1

4)2 × T2,ω

H5 = R4 ×R4 ×R2 × {0
(3}

22 + 2 H6 = R4 ×R4 ×R4 × {0
(3} V6 = (0, 1

4)3 × T3,ω

H7 = R8 ×R4 ×R4 × {0
(3}

H8 = R8 ×R8 ×R4 × {0
(3} V8 = (0, 1

8)2 × (0, 1
4)× T3,ω

32 H9 = R8 ×R8 ×R8 × {0
(3} V9 = (0, 1

8)3 × T3,ω

H10 = R8 ×R8 ×R8 ×R2 × {0
(4}

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

De hecho, después de considerar H1 = R2×{0̄(1} se definen, para cada n ≥ 1 (ver nuevamente
la Figura 2.2),

Hn2+j = H̃n2+j × {0̄(n+1}, (1 ≤ j ≤ 2n+ 1),

y

H̃n2+j :=


R2n ×

(n)
· · · ×R2n ×R2j si j ∈ {1, . . . , n},

R2n+1 ×
(j−n)
· · · ×R2n+1 ×R2n ×

(2n+1−j)
· · · ×R2n

si j ∈ {n+ 1, . . . , 2n+ 1}.

Para cada entero positivo m, Hm es un subgrupo discreto (finito, de orden 2m) de Tω, Hm ⊂
Hm+1, y ordenHm+1/Hm = 2 para todo m ≥ 1. Además, la unión

⋃
mHm es un subconjunto

denso de Tω, como es fácil de comprobar:
Sea x ∈ Tω; si Ux es un entorno de x, será Ux = Ux′ × Tn0,ω para cierto n0 ∈ N, siendo

x = (x′, x′′), x′ ∈ Tn0 y Ux′ un entorno de x′ en Tn0 . De modo que existe ε > 0 tal que
Ux′ ⊃ x′ + Bn0,ε(0), donde Bn0,ε(0) denota la bola abierta de radio ε y centro en el origen de
Tn0 . Pero para este número ε existe un m ∈ N tal que 2−m < ε, y entonces Ux ∩Hm2 6= ∅.

2No confundir este concepto de red, definido originalmente por De la Vallée Poussin [118, 10.67] para el caso
del espacio eucĺıdeo (réseau de grillages à mailles carrées), con el más usual [74, Ch. 2] de conjunto dirigido o
sucesión generalizada. Saks lo generalizó a espacios métricos. Cf. también la definición de Jessen [69, §6] en el
caso de Tω.
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Figura 2.4: Primeros miembros de la sucesión {Ṽm}. V.g., Ṽ7 = (0, 1
8)× (0, 1

4)2. Dos traslaciones
de Vm+1 por elementos de Hm+1 cubren (a.e.) Vm.

La sucesión decreciente de conjuntos abiertos {Vm}, donde para cada m ≥ 1, Vm es un
DF para Tω/Hm, asociada con la sucesión creciente {Hn} de subgrupos, queda definida por
V1 = (0, 1

2)× T1,ω y, para cada n ≥ 1 (v. Figura 2.4),

Vn2+j = Ṽn2+j × Tn+1,ω (1 ≤ j ≤ 2n+ 1), (2.6)

con

Ṽn2+j :=

(0, 1
2n )n × (0, 1

2j
) si j ∈ {1, . . . , n},

(0, 1
2n+1 )j−n × (0, 1

2n )2n+1−j si j ∈ {n+ 1, . . . , 2n+ 1}.

Para cada m ∈ N, podemos considerar la red (finita) Nm := {t + Vm : t ∈ Hm}. La sucesión
{Nm}m∈N es monótona. Nuestra familia final R0 de intervalos diádicos en Tω es la unión de esta
sucesión de redes,

R0 := {t+ Vm : m ∈ N, t ∈ Hm} . (2.7)

Se verifica entonces el siguiente resultado, ya anunciado. La colección {Ij} seŕıa una descom-
posición CZ en intervalos de R0, asociada con la función f al nivel a.

2.14 Teorema (José L. Rubio de Francia). Sea f ∈ L1(Tω) y sea un número real a > ‖f‖1.
Entonces existen un conjunto cerrado Fa y un conjunto abierto Ωa = Tω \ Fa tales que

(i) |f(x)| ≤ a para casi todo x ∈ Fa.

(ii) El conjunto Ωa es la unión de una sucesión {Ij}∞j=1 de intervalos de la familia R0 disjuntos
dos a dos y tales que a ≤ |f |Ij ≤ 2a para todo Ij.

(iii) Se verifica m(Ωa) ≤ |f‖1/a.

Demostración. (V. también [37, Thms. 2.10 y 2.11].) Para cada m ∈ N, sea Bm := σ(Nm).
Consideraremos además la σ-álgebra trivial B0 = {∅,Tω} (engendrada por el abierto V0 :=
Tω = 0̄ + Tω que tiene también la forma general anterior si se considera el subgrupo trivial
H0 = {0̄}). Se tiene

B0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ · · · Bm ⊂ Bm+1 ⊂ · · · .

Definimos, para m = 0, 1, 2, . . . ,

fm(x) =
∑
t∈Hm

|f |t+Vm · χt+Vm(x). (2.8)
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La función fm es Bm-medible para cada m, ya que es constante en cada intervalo t + Vm com-
ponente de Nm. Además, fm ≥ 0 y∫

Tω
fm =

∑
t∈Hm

|f |t+Vm ·m(Vm) =
∑
t∈Hm

∫
t+Vm

|f | =
∫
Tω
|f | = ‖f‖1 <∞

por hipótesis (hemos usado que Tω \ (Hm + Vm) es un conjunto de medida nula, al ser Vm un
DF para Tω/Hm para cada m). Si comparamos (2.8) y (2.4) vemos que fm es la esperanza
condicional de |f | relativa a la σ-álgebra Bm.

Aplicando el Teorema 2.9(c) se deduce que fm(x)→ (EB|f |)(x) a.e. cuando m→∞, donde B
es la mı́nima σ-álgebra que contiene a la unión

⋃∞
m=0 Bm. En nuestro caso, la densidad de

⋃
mHm

en Tω hace que la clase
⋃∞
m=0 Bm sea la de los conjuntos abiertos en Tω, y B sea entonces la σ-

álgebra de los conjuntos de Borel en Tω. De modo que el operador EB de esperanza condicional
con respecto a la σ-álgebra B es la identidad, y entonces, para toda g ∈ L1(Tω) se verifica
EBg = g (a.e.). Se concluye que

ĺım
m→∞

fm(x) = |f(x)| a.e. en Tω. (2.9)

Sea

f∗(x) = sup
m∈N

fm(x).

Si x ∈ Fa = {x : f∗(x) ≤ a}, se tiene fm(x) ≤ a para todo m, y aplicando (2.9) resulta |f(x)| ≤ a
y queda probado el apartado (i).

El conjunto Ωa = Tω \ Fa del apartado (ii) queda definido como Ωa = {x : f∗(x) > a}, y la
desigualdad débil (1, 1) (parte (a) del Teorema 2.9) del operador maximal3 E∗ : f 7→ f∗ da

m(Ωa) ≤
A

a
‖f‖1, (2.10)

donde A es una constante independiente de f y a.

Finalmente, hemos supuesto que ‖f‖1 < a, de modo que se cumple f0(x) ≤ a para todo x, y
podemos reconocer ahora el conjunto Ωa como la unión disjunta de los conjuntos

Ω(n)
a = {x : fi(x) ≤ a < fn(x), 0 ≤ i ≤ n− 1}, n = 1, 2, . . . .

Para cada n ≥ 1, el conjunto Ω
(n)
a es evidentemente Bn-medible, luego es una unión disjunta de

intervalos de la forma t+ Vn con t ∈ Hn. Si I
(n)
j es uno de estos intervalos se tiene, por un lado,

1

m
(
I

(n)
j

) ∫
I

(n)
j

|f(x)| dx =
1

m
(
I

(n)
j

) ∫
I

(n)
j

(
EBn |f |

)
(x) dx (2.11)

=
1

m
(
I

(n)
j

) ∫
I

(n)
j

fn(x) dx ≥ a

porque fn(x) > a ∀x ∈ I
(n)
j ⊂ Ω

(n)
a . Por otro lado, I

(n)
j está contenido en un intervalo de la

forma s+ Vn−1 (s ∈ Hn−1) que no está contenido en Ω
(n−1)
a (convenimos en que Ω

(0)
a = ∅), por

lo que es fn−1(x) ≤ a ∀x ∈ s + Vn−1. Usando además que m
(
I

(n)
j

)
= m(Vn) = 1

2m(Vn−1), se

3Este operador maximal E∗ se denotaŕıa MR0 según la posterior Definición 2.17. De acuerdo entonces con el
Teorema 2.9, el operador maximal MR0 es (1, 1)-débil y (p, p)-fuerte para 1 < p ≤ ∞.
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tiene

1

m
(
I

(n)
j

) ∫
I

(n)
j

|f(x)| dx ≤ 2

m(Vn−1)

∫
s+Vn−1

|f(x)| dx

=
2

m(Vn−1)

∫
s+Vn−1

(
EBn−1 |f |

)
(x) dx

=
2

m(Vn−1)

∫
s+Vn−1

fn−1(x) dx ≤ 2a,

lo que concluye la prueba de (ii). Además, de (2.11) se sigue que A = 1 en (2.10).

2.15 Notas.

(1) El uso estándar de la descomposición CZ del conjunto abierto Ωa = ∪jIj , como ya se ha
dicho anteriormente, involucra [27, Ch. I, proof of Lemma 2] una descomposición de la
función f , a cada nivel a, en una suma de

g(x) := f(x)χFa(x) +
∑
j

fIjχIj (x) y b(x) := f(x)− g(x)

(f = g + b, g y b son las partes buena y mala de f al nivel a), verificando propiedades
como, en este caso, las siguientes:

|g(x)| ≤ 2a (a.e.),

∫
Ij

b(x) dx = 0 y |b|Ij ≤ 4a para todo j, etc.,

(v. [52, 5.3.8]).

(2) Hemos visto que JLR [99] usa en su demostración del Teorema 2.12 el Teorema 2.9. El
apartado (c) de convergencia a.e. de este teorema juega el papel que una demostración
estándar del resultado clásico de este tipo juega el teorema de diferenciación (DT) de
Lebesgue. Pero aqúı no se trata de una opción de estilo, creemos, porque un DT no
está en principio asegurado. De estos asuntos precisamente vamos a tratar en la siguiente
subsección.

2.2.3. Sobre la diferenciación de integrales en Tω

Para ganar claridad en lo que sigue, comenzamos por establecer una nomenclatura general,
relativa al concepto de base de diferenciación, adaptada al caso de Tω. Ya recordamos al comienzo
de la memoria que la función

d(x, y) =
∞∑
n=1

|xn − yn|
2n

(x, y ∈ Tω)

define en Tω la métrica de Saks. Pongamos δ(S) := supx,y∈S d(x, y) para indicar el diámetro del
conjunto S en esta métrica.

2.16 Definiciones. ([21, Section 6.1], [53, Ch. 2] .) Para cada y ∈ Tω, sea B(y) una colección
de conjuntos medibles de medida positiva que contienen (o en su caso, cuya clausura topológica
contiene) al punto y. Si {Sn}n ⊂ B(y) y δ(Sn)→ 0, decimos que la sucesión Sn se contrae a y,
y escribimos Sn ⇒ y. Supongamos que existe al menos una sucesión {Sn} ⊂ B(y) que se contrae
a y.
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Sea B :=
⋃
y∈Tω B(y). Decimos que (B,⇒) es una base de diferenciación, (BD). Como en los

espacios eucĺıdeos, cuando cada B ∈ B es un conjunto abierto y se cumple que si x ∈ B ∈ B
entonces B ∈ B(x), se dice que B es una base de Busemann-Feller.

Ejemplos (Las denominaciones son nuestras. Todas ellas son bases de Busemann-Feller):

R0 := {t+ Vm : m ∈ N, t ∈ Hm} (base restringida de Rubio de Francia),4

R := {y + Vm : m ∈ N, y ∈ Tω} (base de Rubio de Francia),

J := {J ⊂ Tω : J es un intervalo} (base de Jessen), [70, 71].

Si (B,⇒) es una BD en Tω y f ∈ L1(Tω), se definen las derivadas superior e inferior de
∫
f

con respecto a B (y a la medida de Haar m) en el punto x ∈ Tω por5

D
(∫
f, x
)

= sup
{Bn}⊂B
Bn⇒x

{
ĺım sup

n
fBn

}
y D

(∫
f, x
)

= ı́nf
{Bn}⊂B
Bn⇒x

{
ĺım inf

n
fBn

}
,

respectivamente. Cuando se cumple

D
(∫
f, x
)

= D
(∫
f, x
)

= f(x) a.e. (2.12)

se escribe D
(∫
f, x
)

= f(x), se dice que la base B diferencia
∫
f y que la derivada de

∫
f es f .

Una condición necesaria para esto es que

ĺım
n∈N

fBn = f(x) a.e. (2.13)

para toda sucesión {Bn}n∈N ⊂ B(x) tal que Bn ⇒ x.
Cuando se cumple (2.12) para toda f ∈ L∞(Tω) (resp. f ∈ L1(Tω)), se dice abreviadamente

que B diferencia L∞(Tω) (resp. L1(Tω)). Como Tω es un espacio de medida finita, se verifica
L∞(Tω) ⊂ L1(Tω) y por tanto, si la base B no diferencia L∞(Tω), entonces tampoco diferencia
L1(Tω).

2.17 Definición. [54, p. 104] Dada una base B que cubre Tω, para cada f ∈ L1(Tω) se puede
definir su función maximal relativa a B, MBf : Tω → [0,∞], mediante

MBf(x) = sup
x∈B∈B

|f |B.

Cuando ocurre que la función MBf es medible para toda f ∈ L1(m), por ejemplo para una base
de Buseman-Feller6, el operador MB : L1(m)→ L0(m) es el operador maximal asociado a B.

Miguel de Guzmán y Grant V. Welland establecieron el siguiente resultado7 para bases en
Rn. Su demostración sirve exactamente igual para el caso de bases de Buseman-Feller en Tω.

4Entendemos que para cada y ∈ Tω, R0(y) es la familia de conjuntos de R0 que contienen, o cuya clausura
contiene, al punto y.

5Sin perder generalidad suponemos aqúı que f es una función real.
6Sea λ > 0 fijo y x ∈ Eλ := {x : MBf(x) > λ}. Existe B ∈ B(x) y t > λ tales que∫

B

|f | > tm(B). (2.14)

Como por hipótesis B es abierto y x ∈ B, hay un entorno U de x contenido en B. Para todo y ∈ U se tiene
entonces B ∈ B(y) y (2.14) implica que y ∈ Eλ, luego el conjunto Eλ es abierto.

7De hecho, demuestran la doble implicación.
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2.18 Teorema. [55, Thm. 1.1, (a)⇒(b)] Sea B una base de Buseman-Feller. Si el operador
maximal MB es de tipo débil (1, 1), entonces la base B diferencia L1(Tω).

Y como corolario, ya que R0 es una base de Buseman-Feller y el operador maximal MR0 es
de tipo débil (1, 1) como hemos dicho anteriormente, se tiene:

2.19 Corolario. La base R0 = {t+ Vm : m ∈ N, t ∈ Hm} (base restringida de Rubio de Francia)
diferencia L1(Tω).

Un poco más adelante damos otra demostración como consecuencia del Teorema 2.26.

JLR sobre diferenciación en grupos localmente compactos. La base R en Tω

2.20 Teorema. [99, Thm. 8, segunda parte] Con las hipótesis del Teorema 2.12, sea R la
familia formada por todos los conjuntos de la forma yVn con y ∈ G, n = 1, 2, . . .. Si se cumple
la condición

sup
n

m(VnV
−1
n Vn)

m(Vn)
<∞, (2.15)

entonces el operador maximal MR definido por

MRf(x) = sup
x∈R∈R

|f |R

es de tipo débil (1, 1) y (p, p) fuerte, para 1 < p ≤ ∞.

Como consecuencia inmediata JLR da el siguiente resultado donde establece una condición
suficiente para que la base R de su teorema (señalemos que su noción original de contracción de
una sucesión (Sn) ⊂ R a un punto involucra la condición m(Sn)→ 0) diferencie L1

loc(G).

2.21 Corolario. [99, Corol. 5] Supongamos, en adición a las hipótesis del Teorema 2.20, que
se tiene Vn ⊂ Un para todo n, donde {Un}n∈N es una base de entornos de e. Entonces,

ĺım
x∈R∈R
m(R)→0

1

m(R)

∫
R
f dm = f(x) (a.e.)

para toda función f ∈ L1
loc(G).

En el caso nuestro, en que G es el grupo compacto abeliano Tω, y R es la base de Rubio de
Francia, la condición (2.15) no se cumple, ya que, por ejemplo, para n ≥ 1,

Vn2 =
(

0,
1

2n

)n
× Tn,ω

y

Vn2 − Vn2 + Vn2 =

([
0,

1

2n−1

)
∪
(2n − 1

2n
, 1
))n

× Tn,ω,

aśı que

m(Vn2 − Vn2 + Vn2)

m(Vn2)
=

(3/2n)n

(1/2n)n
= 3n

y, por consiguiente,

sup
n

m(Vn − Vn + Vn)

m(Vn)
=∞.
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De modo que no se puede asegurar (en principio) ni el resultado del Teorema 2.20 ni el de su
Corolario 2.21 para la base R de Rubio de Francia en Tω. La condición suficiente adicional de
este corolario śı se cumple, porque por ejemplo, la familia {Vn−Vn}n∈N es una base de entornos
(simétricos) de 0 en Tω.

Sobre la base R de Rubio de Francia en Tω quedan aqúı abiertas las siguientes cuestiones:

¿Se cumple la implicación “R diferencia L1(Tω) ⇒ MR es de tipo débil (1,1)” (como
en el teorema de M. de Guzmán y G. Welland en Rn cuando la BD es invariante por
homotecias)?

¿Es8 de tipo débil (1,1) el operador maximal MR?

¿Diferencia L∞(Tω) la base R?

Haciendo una adaptación de la prueba de Jessen para la base J , probaremos un poco más
adelante (subsección 2.2.4) que una cierta base R∗, ligeramente más amplia que la base R, no
diferencia L∞(Tω).

El contexto del teorema y corolario anteriores puede encontrarse, tal vez, en el art́ıculo [42].
En la segunda sección de este trabajo, Edwards y Hewitt establecen varios conceptos9 entre los
que vamos a destacar aqúı el siguiente:

2.22 Definición. [42, Def. (2.1)] Dado un grupo localmente compacto G con medida de Haar
por la izquierda λ, se denomina D′-sucesión en G a toda sucesión (Un)n∈N de subconjuntos de
G de Borel y de medida finita que verifican:

(i) U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ · · · ;

(ii) Existe un número real positivo C tal que 0 < λ(Un · U−1
n ) < Cλ(Un) para n = 1, 2, 3, . . ..

(iii) Todo entorno de e en G contiene alguno de los Un.

La condición (2.15) de JLR está en la onda de la (ii) de la Definición 2.22, mientras que la
condición adicional del Corolario 2.21 es la (iii).

Esta definición10 les sirve a los autores para adaptar, en los grupos localmente compactos
que admiten D′-sucesiones, los resultados estándar (ver, p. ej., [104, Th. 7.10 y 7.13]) sobre
diferenciación, respectivamente, de medidas absolutamente continuas y de medidas singulares
respecto de la medida de Lebesgue en Rn (n ∈ N), probando los siguientes resultados. Usando
la terminoloǵıa de bases de diferenciación, la familia de conjuntos formada por una D′-sucesión
y sus trasladadas por los elementos del grupo G es una BD que diferencia L1(G).

2.23 Teorema. ([42, Thm. (2.5)]; lo mismo en [63, II, (44.18)].) Sea (Un)n∈N una D′-sucesión
en G. Entonces la igualdad

ĺım
k→∞

1

λ(Uk)

∫
xUk

f dλ = f(x)

se verifica localmente a.e. para toda f ∈ L1
loc(G) y a.e. para toda f ∈ L1(G).

8Debemos esta pregunta a Sheldy J. Ombrosi (Conicet, Universidad Nacional del Sur, Bah́ıa Blanca, Argen-
tina). Recientemente, en junio de 2019, Dariusz Kósz (estudiante pre-doctoral, Politechnika Wroc lawska) nos ha
mostrado en una comunicación personal que la respuesta es negativa, mediante una ingeniosa construcción.

9Se encuentran también en [63, II, (44.10)]; el art́ıculo [42] apareció poco después de la primera edición del
volumen I de la obra conjunta de Hewitt y Ross, pero siete años antes que el volumen II de dicha obra, cuya
sección §44 es, según indican sus autores, un desarrollo, con correcciones menores, de [42].

10Edwards y Gaudry refinan posteriormente el concepto de D′-sucesiones y definen [41, Ch. 2] las covering
families en un grupo G abeliano y localmente compacto.
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2.24 Teorema. ([42, Thm. (2.6)]; [63, II, (44.19)].) Sea σ una medida compleja en G que es
singular con respecto a λ, es decir, existe un conjunto N tal que λ(N) = 0 y |σ|(G \ N) = 0.
Sea (Un)n∈N una D′-sucesión en G. Entonces se tiene

ĺım
k→∞

σ(xUk)

λ(Uk)
= 0 a.e. x ∈ G.

Un poco más adelante, los autores reportan ([42, p. 194]; hemos adaptado las referencias):

La clase de los grupos localmente compactos que admiten D′-sucesiones no ha sido adecuada-
mente identificada. El referee nos ha señalado amablemente que un toro infinito-dimensional
Tm no admite tales sucesiones. Esto se sigue fácilmente del teorema de Minkowski (ver p.
ej. [56, p. 187]). La posibilidad de teoremas de diferenciación como 2.23 y 2.24 en Tm, sin
embargo, permanece abierta hasta donde nosotros sabemos. . . .

En el contexto de esta cita m designa cualquier cardinal infinito. El teorema de Minkowski (o
de Brunn-Minkowski [63, II, p. 679]), al que se hace referencia establece que, en Rk (k ∈ N), si
A y B son dos conjuntos compactos no vaćıos y | · | denota la medida de Lebesgue, se verifica la

desigualdad |A+B| ≥
(
|A|1/k + |B|1/k

)k
, siendo A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}. Si |A| · |B| > 0,

la igualdad se verifica si y solo si los conjuntos A y B son convexos y homotéticos (o congruentes
por una traslación). En el caso del toro k-dimensional Tk la desigualdad, de acuerdo con [23,
Ch. 2, 8.4.2], toma la forma

|A+B| ≥ mı́n
{

1,
(
|A|1/k + |B|1/k

)k}
(2.16)

con la suma definida módulo 1 en cada componente.
Si (Un) fuera una D′-sucesión en Tω, podemos suponer sin perder generalidad que se tiene

Un = Ũn × Tω,jn donde Ũn es un conjunto cerrado en Tjn que verifica Ũn ⊂ Bn, siendo Bn :=
[0, 1/4]jn y, además, que jn < jn+1 para todo n ∈ N. Pero en el grupo Tjn se tiene

Bn −Bn =
(
[0, 1/4] ∪ [3/4, 1)

)jn ,
|Bn| = 1/4jn , y entonces según (2.16),

|Ũn − Ũn| ≥ 2jn |Ũn|, (2.17)

ya que 2jn |Ũn| ≤ 2jn/4jn < 1. Pero (2.17) está en contradicción con la condición (ii) de la
Definición 2.22.

Más sobre las bases R0 y J

2.25 Definiciones. ([105, p. 153], [89, VII.43].) Sea {Mn}n∈N una sucesión de redes en Tω,

y M :=
⋃
nMn. Para cada y ∈ Tω y cada k, sea I

(k)
y (recordar la Definición 2.13) el único

elemento de Mk que contiene a y. Se dice que la sucesión de redes es indefinidamente fina si

para todo x ∈ Tω todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que δ
(
I

(n0)
x

)
< ε. Entonces I

(n)
x ⇒ x y M es una

BD.
Cuando la sucesión de redes es monótona e indefinidamente fina, se cumple que para todo

ε > 0 y todo conjunto medible E existe una sucesión {In} de conjuntos de M disjuntos dos tal
que

m
(
E \

⋃
n

In

)
= 0 y m

(⋃
n

In \ E
)
≤ ε

(propiedad fuerte de Vitali), que es una condición suficiente [95, Núm. 14] para que una base
diferencie L1, obteniéndose aśı el siguiente resultado:
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2.26 Teorema. ([89, 43.7], v. también [105, 15.7], [69, §9].) Si {Mn}n∈N es una sucesión de
redes monótona e indefinidamente fina, entonces la base M diferencia L1(Tω).

Por ejemplo, la base R0 es la unión, para m ∈ N, de la sucesión monótona de redes {Nm}
donde Nm = {t+ Vm : t ∈ Hm}. Esta sucesión es indefinidamente fina, ya que si I ∈ Nm y
(n− 1)2 < m ≤ n2 (n ≥ 2), es sencillo ver que

δ(I) ≤
n−1∑
j=1

1

2n−1+j
+

1

2n+1
+

∞∑
j=n+1

1

2j
<

7

2n+1
.

Entonces, de acuerdo con el Teorema 2.26, la base R0 diferencia L1(Tω), y acabamos de ver con
esto una segunda demostración del Corolario 2.19.

Al final de [99] JLR señalaba, en el contexto de un grupo localmente compacto G, que si R
se define como consistente solamente de los conjuntos tVn (t ∈ Hn), n = 1, 2, . . ., entonces la
conclusión del Teorema 2.20 es válida sin las hipótesis (2.5) y (2.15).

Toda subfamilia de una BD que diferencia L1 y que es a su vez una BD, también diferencia L1

[95, p. 405]. En particular, la subfamilia de intervalos cúbicos de la baseR0 que ya consideró Saks
[105, p. 158] (v. [21, p. 28])

S :=

∞⋃
m=1

Sm donde Sm := {t+ Vm2 : t ∈ Hm2} ,

diferencia también L1(Tω).

La cuestión (planteada por Zygmund, v. [70, p. 55]) de la diferenciación de integrales en
L1(Tω) relativa a la base J formada por todos los intervalos fue respondida negativamente
hacia 1950 por Jessen [70], [71]. No deja de ser un fenómeno curioso, ya que la base formada
por los intervalos (es decir, los paraleleṕıpedos de aristas paralelas a los ejes coordenados) de
Tn diferencia L1(Tn) para todo n ∈ N ([24, §2.A]11, [53, p. 74]).

2.2.4. Un resultado negativo de diferenciación en Tω: la base R∗

Como ya hemos adelantado anteriormente, la construcción ideada por Jessen [71] nos va a
permitir proporcionar un contraejemplo que demuestra que una cierta extensión R∗ de la base R
de Rubio de Francia no diferencia L∞(Tω). Comenzamos con unas cuestiones de nomenclatura
y notación para representar abreviadamente ciertos intervalos diádicos de Tω.

2.27 Definiciones. Para m, q ∈ N, m ≥ 2, y q ≤ m, escribimos �̃m,q :=
(
0, 1

2m

)q
y

�m,q := �̃m,q × Tq,ω.

Llamamos a �m,q el (m, q)-cubo. V.g., Vm2 = �m,m = �̃m,q ×
(
0, 1

2m

)m−q × Tm,ω, para todo
m ≥ q.

Para cada j ∈ N consideremos la traslación τmj que suma 1
2m a la coordenada xj . Definimos

los conjuntos (los denominamos las capas de los correspondientes cubos)

S(�m,q) := �m,q ∪
(
∪qj=1τ

m
j (�m,q)

)
y, para y ∈ Tω, S(y +�m,q) = y + S(�m,q).

11Como un pequeño homenaje personal a Miguel de Guzmán y a su libro [53] presentamos en el Anexo 4 final
una versión castellana completa de esta referencia.
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Figura 2.5: Los primeros miembros de la familia W̃m,r.

Por otra parte, escribamos Wm,r := �m,m ∪ τmr (�m,m) (1 ≤ r ≤ m). Llamamos a Wm,r un

doble (m,m)-cubo. Tenemos Wm,r = W̃m,r × Tm,ω, donde

W̃m,r :=

m∏
j=1

(1 + δrj) ·
(
0, 1

2m

)
(delta de Kronecker).

V.g., Wm,m = Vm2−1, pero Wm,j /∈ R cuando 1 ≤ j ≤ m− 1 (v. Figura 2.5).

Denominamos base extendida de Rubio de Francia a la colección de conjuntos

R∗ := R∪ {y +Wm,r : y ∈ Tω, m ∈ N, m ≥ 2, 1 ≤ r ≤ m}. (2.18)

2.28 Lema. Sea Q ∈ {y +�m,q : y ∈ Tω}. Para cada punto x ∈ S(Q) hay un intervalo Ix ∈ R∗
tal que

m(Ix ∩Q)

m(Ix)
≥ 1

2
.

Figura 2.6: La capa del cubo Q = �3,3.

Demostración. Consideremos primero el caso en que y = 0, Q = �m,q. Entonces, si x ∈ Q,

podemos tomar el intervalo I0
x = �̃m,q ×

(
0, 1

2m

)m−q ×Tm,ω = Vm2 ∈ R. Tenemos que I0
x ⊂ Q, y

m(I0
x ∩Q)

m(I0
x)

= 1.
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En otro caso, si x ∈ τr(Q) para un cierto r, 1 ≤ r ≤ q, definamos (δrj de Kronecker)

Dq
m,r :=

q∏
j=1

(1 + δrj) ·
(
0, 1

2m

)
⊂ Tq.

Entonces, podemos tomar el intervalo I0
x = Dq

m,r×
(
0, 1

2m

)m−q×Tm,ω. Se tiene I
(0)
x = Wm,r ∈ R∗,

I0
x ∩Q = �̃m,q ×

(
0, 1

2m

)m−q × Tm,ω = �m,m, y

m(I0
x ∩Q)

m(I0
x)

=
m(�m,m)

m(Wm,r)
=

1

2
.

En un caso general con y 6= 0, podemos tomar el intervalo Ix = y+I0
x, lo que prueba el lema.

2.29 Lema. Sea n ≥ 2 un entero fijo. Existe en Tω una familia numerable de intervalos cúbicos

abiertos disjuntos dos a dos {Q(n)
α }α∈An , Q

(n)
α = y(α) +�m(α),n (y(α) ∈ Tω, m(α) ≥ n), con los

conjuntos S(Q
(n)
α ) también disjuntos dos a dos, y además:

(1) Siendo Cn :=
⋃
α∈An Q

(n)
α y Nn := Tω \

(⋃
α∈An S(Q

(n)
α )
)

, se tiene m(Cn) = 1
n+1 y

m(Nn) = 0.

(2) Para todo punto x /∈ Nn existe un intervalo Inx ∈ R∗ (cuyas n primeras aristas son
≤ 1/2n−1; de hecho, Inx es un trasladado, o bien de un cubo Vn2 , o bien de un doble cubo
Wn2−1,r), tal que

m(Inx ∩ Cn)

m(I
(n)
x )

≥ 1

2
.

00
1
20

1
40

3
40 10

01
2

01

Q00;1
Q10;1

Q10;2

S(Q00;3) Q10;3

S(Q00;2)

S(Q00;1)

Q01;1

Q01;2

Q11;1

Q11;2

¿1(Q00;1)

¿2(Q00;1)

Q01;3 Q11;3

Figura 2.7: Construcción del Lema 2.29, n = 2 y 3.

Demostración. (Con la notación t1 . . . , tn0 indicamos en lo que sigue el punto
(
t1, . . . , tn, 0

(n
)
∈

Tω.) En general, para cada n ≥ 2, consideramos la división of Tω en 2n(n−1) intervalos cúbicos
abiertos (los llamaremos 0-celdas) de arista 1/2n−1 por los n2n−1 “hiperplanos”

xi =
j

2n−1
(i = 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . , 2n−1 − 1).
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Las 0-celdas tienen la forma

I
(n)
i1...in

= i1
2n−1 · · · in

2n−1 0 +
(
0,

1

2n−1

)n × Tn,ω,

donde (i1, . . . , in) ∈ {0, 1, . . . , 2n−1 − 1}n.

En cada una de ellas llevaremos a cabo la misma subdivisión sucesiva que vamos a explicar

para la 0-celda I
(n)
0...0. Primero se subdivide en 2n intervalos cúbicos de arista 1/2n (1-celdas).

Las 1-celdas tienen la forma
j1
2n · · · jn2n 0 +�n,n,

donde (j1, . . . , jn) ∈ {0, 1}n. De las 1-celdas, a 0 . . . 00+�n,n la denominamos 1-celda principal,

y la denotamos por Q
(n)
0...0;1 (abreviadamente, por Q

(n)
1 ). La capa de Q

(n)
1 es

S(Q
(n)
1 ) = Q

(n)
1 ∪

( n⋃
j=1

(
δ1j
2n · · ·

δnj

2n 0 +Q
(n)
1

))
donde δij son deltas de Kronecker,

y tenemos que m(S(Q
(n)
1 )) = (n+ 1) ·m(Q

(n)
1 ).

En la 0-celda I
(n)
0...0, además de las (n+ 1) 1-celdas que forman la capa S(Q

(n)
1 ), quedan otras

2n− (n+ 1) 1-celdas. En cada uno de estas se lleva a cabo una subdivisión en 2n cubos de arista
1/2n+1 (2-celdas), una de los cuales es la 2-celda principal (una en cada una, de modo que en

total hay 2n − (n+ 1) 2-celdas principales por cada 1-celda principal) Q
(n)
2;β = yβ +�n+1,n, con

un adecuado yβ ∈ Tω. Ahora prescindamos de las capas de todas las 2-celdas principales, y en
las restantes 2-celdas procedamos inductivamente.

La familia numerable de cubos {Q(n)
α }α∈An del enunciado del lema es la que forman todas las

k-celdas principales (k ≥ 1) de esta construcción. Podemos definirla expĺıcitamente, como sigue.
Primero, para n = 2, consideramos el conjunto indicial

A2 :=
{

(i, j;m) : (i, j) ∈ {0, 1}n; m ∈ N
}
,

y definimos (v. Figura 2.7, donde hemos evitado escribir los supeŕındices por todo)

Q
(2)
00;1 := (0, 1

22 )× (0, 1
22 )× T2,ω = �2,2 = V4,

Q
(2)
00;m := ym +�m+1,2 si m ≥ 2, donde ym = 1

22
1
22 0 + . . .+ 1

2m
1

2m 0,

Q
(2)
ij;m := i

2
j
2
0 +Q00;m para (i, j) ∈ {0, 1}2 \ {(0, 0)} and m ∈ N.

Para n ≥ 3, consideramos el conjunto indicial

An :=
{

(i1, . . . , in; 1) : (i1, . . . , in) ∈ {0, 1, . . . , 2n−1 − 1}n
}

∪
{

(i1, . . . , in;m; j1, . . . , jm−1) : (i1, . . . , in) ∈ {0, 1, . . . , 2n−1 − 1}n;

m ∈ N; m ≥ 2; (j1, . . . , jm−1) ∈ {1, 2, . . . , 2n − (n+ 1)}m−1
}
,

y definimos

Q
(n)
i1...in;ν := i1

2n−1 · · · in
2n−1 0 +Q

(n)
0...0;ν

para (i1, . . . , in) ∈ {0, 1, . . . , 2n−1 − 1}n \ {(0, . . . , 0)} y todo ı́ndice ν, donde

Q
(n)
0...0;1 := �n,n
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y, para m > 1,

Q
(n)
0...0;m;j1...jm−1

:= yj1...jm−1
+�n+m−1,n,

donde

yj1...jm−1
= 1

2nγj1 + · · ·+ 1
2n+m−2γjm−1

,

siendo γr (r = 1, . . . , 2n − (n+ 1)) los elementos del conjunto

Γ =
{
ε1e1 + · · ·+ εnen : (ε1, . . . , εn) ∈ {0, 1}n

}
\ {0, e1, . . . , en},

ej = (δij)
∞
i=1 (j = 1, . . . , n; δij de Kronecker)

en un cierto orden prefijado. Por ejemplo (v. Figura 2.7 para n = 3), podemos adoptar en Γ el
orden inducido por el orden lexicográfico en {0, 1}n.

A partir de la construcción inductiva es inmediato que

Q(n)
α ∩Q

(n)
β = ∅ y S(Q(n)

α ) ∩ S(Q
(n)
β ) = ∅ para todo α 6= β (n ∈ N; α, β ∈ An).

(1) Sea ahora Cn :=
⋃
α∈An Q

(n)
α . Entonces,

m(Cn) =
∑
α∈An

m(Q(n)
α ) =

2n(n−1)

2n2

∞∑
k=0

(2n − (n+ 1)

2n

)k
=

1

n+ 1
,

y

m
( ⋃
α∈An

S(Q(n)
α )
)

=
∑
α∈An

m(S(Q(n)
α )) = (n+ 1)

∑
α∈An

m(Q(n)
α ) = (n+ 1)m(Cn) = 1,

luego denotando Nn = Tω \
(⋃

α∈An S(Q
(n)
α )
)

, es m(Nn) = 0.

(2) Sea x /∈ Nn. Entonces, existe α0 ∈ An tal que x ∈ S(Q
(n)
α0 ). Aplicando el Lema 2.28, existe

un intervalo Ix ∈ R∗ (de hecho, un cubo de arista no mayor que 1/2n, o un doble cubo) tal que

m(Ix ∩Q(n)
α0 )

m(Ix)
≥ 1

2

y, como Ix ∩Q(n)
α0 = Ix ∩ Cn (ya que los Q

(n)
α son disjuntos dos a dos), tal que

m(Ix ∩ Cn)

m(Ix)
≥ 1

2
,

como se requeŕıa.

2.30 Teorema. La base extendida de Rubio de Francia R∗ no diferencia L∞(Tω).

Demostración. (Esta argumentación está tomada de Jessen [71].)
Elijamos una sucesión creciente (np)

∞
p=1 de enteros positivos (n1 ≥ 2) tal que

∑
p 1/(np + 1)

sea una serie convergente con suma menor o igual que 3/4, por ejemplo. Entonces la unión
C :=

⋃∞
p=1Cnp es un conjunto medible cuya medida cumple 0 < 1

n1+1 ≤ m(C) ≤ 3/4, y la unión
N :=

⋃∞
p=1Nnp es un conjunto medible de medida nula, ya que para cada p el conjunto Nnp es

medible y m(Nnp) = 0.

Si x /∈ N , entonces x ∈
⋃
α S(Q

(np)
α ) para todo p, luego existe una sucesión de ı́ndices (αp)

∞
p=1

tal que x ∈ S(Q
(np)
αp ) para cada p. Entonces, aplicando el Lema 2.29(2), para cada p existe un
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intervalo I
(p)
x de R∗ tal que δ(I

(p)
x ) ≤ δ(Wnp,1) < 3/2np (por consiguiente estos intervalos I

(p)
x

forman una sucesión de R∗ que se contrae al punto x), y

m(C ∩ I(p)
x )

m(I
(p)
x )

≥ 1

2
.

Consideremos la función caracteŕıstica del conjunto C, χC . Para todo x ∈ Tω \N (es decir,
en casi todo punto de Tω), tenemos

ĺım sup
p→∞

1

m(I
(p)
x )

∫
I

(p)
x

χC(y) dy = ĺım sup
p→∞

m(C ∩ I(p)
x )

m(I
(p)
x )

≥ 1

2
,

lo que implica inmediatamente queD
(∫
χC , x

)
≥ 1

2 en casi todo punto de Tω. Pero χC(x) = 0 < 1
2

para todo x ∈ Cc, un conjunto de medida ≥ 1/4. Se sigue que la base R∗ no diferencia
∫
χC .

2.31 Notas.

(1) La demostración del Teorema 2.30 de hecho prueba que la subfamilia extráıda de R∗ que
está formada por los cubos {y + Vm2 : y ∈ Tω, m ≥ 2} y los dobles cubos {y +Wm,r : y ∈
Tω, m ≥ 2, 1 ≤ r ≤ m} (esta subfamilia no está contenida en la base R de Rubio de
Francia) no diferencia L∞(Tω).

(2) La cuestión interesante12 de si la base de diferenciación formada sólo por los cubos {y +
Vm2 : y ∈ Tω, m ≥ 2} diferencia L∞(Tω) (con nuestra noción de contracción de una
sucesión de conjuntos a un punto) está abierta para nosotros de momento.

(3) Como señala Andrew Bruckner [21, p. 28], Jean Dieudonné [34] también prueba que la
base de intervalos en Tω (de hecho, la subfamilia de los intervalos cúbicos en [0, 1]ω),
no diferencia L∞. Trabaja con el concepto particular de contracción a un punto para
sucesiones generalizadas {Sα}α∈D ⊂ B(y) en el sentido de Moore-Smith, siendo D un
conjunto dirigido [74, p. 81-86], que exponemos a continuación.

Sea F el conjunto de los subconjuntos finitos de N. Para cada J ∈ F consideremos la
identificación

Tω = TJ × TJ,ω

de modo que, si x ∈ Tω, x = (xJ , xJ ′) con xJ ∈ TJ y xJ ′ ∈ TJ,ω. Dieudonné considera la
base de diferenciación D =

⋃
x∈Tω D(x) donde D(x) es la red (según el conjunto N × F

dirigido por la relación de orden (n1, J1) ≤ (n2, J2) si y solo si n1 ≤ n2 y J1 ⊆ J2) formada
por los intervalos cúbicos

Vn,J(x) = Ṽn,J(xJ)× TJ,ω, (n ∈ N; J ∈ F), (2.19)

donde Ṽn,J(xJ) ⊂ TJ el cubo de centro xJ y lado 1/n.

Dieudonné define un cierto conjunto medible para cuya función caracteŕıstica f , las medias
fVn,J (x) no pueden converger a.e. to f(x) según el conjunto dirigido N×F .

12Cuya autoŕıa es de Yannis Parissis (Ikerbasque-Univ. del Páıs Vasco UPV/EHU, Bilbao).
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2.3. Un complemento: (Tω,m, d) no es de tipo homogéneo

Nos planteamos responder la siguiente pregunta:

—¿Es el toro infinito Tω con la medida de Haar y alguna métrica, tal vez con la de
Saks, un espacio de tipo homogéneo en el sentido de M. Christ [30]?

2.32 Definiciones. ([30, p. 88]) Una cuasimétrica ρ en un conjunto X es una función ρ : X ×
X 7→ [0,∞] que satisface

(i) ρ(x, y) = 0 si y solo si x = y.

(ii) ρ(x, y) = ρ(y, x) para todo x, y.

(iii) ρ(x, y) ≤ C0(ρ(x, z) + ρ(z, y)) para todo x, y, z

para alguna constante C0 <∞. Toda cuasimétrica define una topoloǵıa para la cual las bolas

B(x, r) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r}

(no necesariamente abiertas cuando C0 > 1) forman una base.
Un espacio de tipo homogéneo (X, ρ, µ) (v. [53, p. 17]) es un conjunto X junto con una

cuasimétrica ρ y una medida positiva µ en X tal que µ(B(x, r)) < ∞ para todo x ∈ X, r > 0,
y tal que existe C <∞ tal que para todo x ∈ X y r > 0 se cumple

µ(B(x, 2r)) ≤ Cµ(B(x, r)). (2.20)

Se supone que µ está definida en una σ-álgebra que contiene a todos los conjuntos de Borel y a
todas las bolas B(x, r).

Nosotros estamos considerando el grupo compacto Tω =
∏∞
k=1 Tk, Tk = T para todo k.

La medida de Haar en Tω es m = ⊗∞k=1µk, siendo µk = | · | la medida de Lebesgue en el
toro T = R/Z ≈ [0, 1) para todo k. Tenemos que m(Tω) = 1. Para cada n ∈ N fijo, un
punto x ∈ Tω lo estamos denotando como x = (x(n, x

(n), donde x(n = (x1, . . . , xn) ∈ Tn y

x(n ∈ Tn,ω =
∏∞
k=n+1 Tk, Tk = T para todo k. Si (Ak) es una familia de conjuntos de Borel en

T se verifica, como sabemos,

m
( n∏
k=1

Ak × Tn,ω
)

=

n∏
k=1

|Ak|.

Sean x, y ∈ Tω, es decir, x = (xk)
∞
k=1, y = (yk)

∞
k=1 y 0 ≤ xk, yk < 1 para todo k. Stanis law

Saks define en Tω, como ya hemos dicho anteriormente, la métrica

d(x, y) =
∞∑
k=1

|xk − yk|
2k

. (2.21)

Por ejemplo, si denotamos 0 = (0, 0, . . .) y 3
4

=
(

3
4 ,

3
4 , . . .

)
, se tiene d

(
0, 3

4

)
=
∑∞

k=1
3/4
2k

= 3
4 .

También podemos considerar en T la métrica adaptada a la estructura tórica que da Edwards
en [40, I, 2.1]:

d◦(xk, yk) = ı́nf{|xk − yk + n| : n ∈ Z} (xk, yk ∈ T), (2.22)

y definir en Tω la métrica, que denominaremos de Edwards-Saks,

δ(x, y) =
∞∑
k=1

d◦(xk, yk)

2k
. (2.23)
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Ahora tendŕıamos δ
(
0, 3

4

)
=
∑∞

k=1
1/4
2k

= 1
4 . Las bolas abiertas en la métrica (2.23) de Edwards-

Saks tienen la misma forma, independientemente de su centro, cosa que no ocurre con la métrica
(2.21). Ambas distancias son acotadas, d < 1 y δ ≤ 1/2.

De manera natural surge en este contexto la pregunta inicial: ¿Es Tω con la medida m de Haar
y la métrica δ de Edwards-Saks un espacio de tipo homogéneo? Nuestra respuesta es negativa13.

2.33 Proposición. El espacio (Tω,m, δ) no es de tipo homogéneo.

Demostración. Sea ε > 0 arbitrario. Existe N ∈ N tal que 1/2N < ε. Consideramos la proyección

π(N : Tω −→ TN
x 7−→ x(N = (x1, . . . , xN )

Para r > 0, r ≤ 1
2N+2 , consideramos la bola B(0, r) respecto de la métrica (2.23), y sean

BN (0(N , r) := π(N (B(0, r)) ⊂ TN , CN (0, r) := BN (0(N , r)× TN,ω ⊂ Tω

(estamos denotando con 0(N el punto (0, . . . , 0) ∈ TN ). El conjunto BN (0(N , r) es, de hecho, la
bola de centro 0(N y radio r respecto de la métrica

δN (x(N , y(N ) =

N∑
k=1

d◦(xk, yk)

2k

en TN . Al ser r ≤ 1
2N+1 , el conjunto BN (0(N , r) es geométricamente congruente con la bola

βN (0(N , r) de centro 0(N y radio r respecto de la métrica

dN (x(N , y(N ) =
N∑
k=1

|xk − yk|
2k

en RN . Con esto queremos decir que la restricción a la bola βN (0(N , r) de la aplicación

φN : RN −→ [0, 1)N

(x1, . . . , xN ) 7−→
(
x1 (mód 1), . . . , xN (mód 1)

)
,

en la cual se tiene φN (βN (0(N , r)) = BN (0(N , r), es inyectiva.

Por ejemplo (Figura 2.8), β2((0, 0), 1
8) y B2((0, 0), 1

8) son geométricamente congruentes, pero
β2((0, 0), r) y B2((0, 0), r) no lo son si r > 1

8 . Cuando r ≤ 1
2N+2 también son geométricamente

congruentes BN (0(N , 2r) y βN (0(N , 2r). Si βN (0(N , s) y BN (0(N , s) son geométricamente con-
gruentes se tiene en particular

µN
(
BN (0(N , s)

)
=
∣∣βN (0(N , s)

∣∣. (2.24)

Es de sencilla comprobación que la bola βN (0(N , s) es el politopo cross [32, p. 121] (es decir, la
generalización N -dimensional del rombo bidimensional o del octaedro tridimensional) de vértices

(±2s, 0, 0 . . . , 0), (0,±22s, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, . . . ,±2Ns).

13Y la misma respuesta vale si se considera la métrica (2.21) de Saks. Va a servir nuestra misma demostración
si se consideran en este otro caso bolas que estén centradas en el punto 1

2
=
(

1
2
, 1

2
, . . .

)
. Las métricas (2.21) y

(2.23) no son equivalentes: la bola de centro 0 y radio 1/4 respecto de la métrica (2.21) no contiene ninguna bola
de centro 0 y radio positivo respecto de la métrica (2.23).
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Figura 2.8: Bolas geométricamente congruentes en R2 y T2.

Su medida de Lebesgue N -dimensional es (v. [32, p. 159])

∣∣βN (0(N , s)
∣∣ = 2N · 1

N !
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2s 0 · · · 0
0 22s · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 2Ns

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
sN

N !
2
N(N+3)

2 .

En particular, se cumple ∣∣βN (0(N , 2r)
∣∣ = 2N

∣∣βN (0(N , r)
∣∣. (2.25)

Por otra parte: es obvio en primer lugar que se verifica la inclusión

CN (0, r) ⊃ B(0, r),

ya que si z ∈ B(0, r), entonces z(N ∈ BN (0(N , r) y aśı z = (z(N , z
(N ) ∈ CN (0, r). De manera

que se tiene
m(CN (0, r)) = µN (BN (0(N , r)) ≥ m(B(0, r)), (2.26)

donde hemos denotado con µN la medida de Lebesgue en TN .
En segundo lugar veamos que se cumple

m(CN (0, r)) ≤ m(B(0, r + ε)). (2.27)

En efecto, sea y = (y(N , y
(N ) ∈ CN (0, r); existe entonces x ∈ B(0, r) tal que y(N = π(N (x) =

x(N . Se tiene

δ(0, y) =
∞∑
k=1

d◦(yk, 0)

2k

≤
∞∑
k=1

yk
2k

=

N∑
k=1

xk
2k

+

∞∑
k=N+1

yk
2k

=
N∑
k=1

xk
2k

+
∞∑

k=N+1

|yk − xk + xk|
2k

≤
∞∑
k=1

xk
2k

+
∞∑

k=N+1

|yk − xk|
2k

< r +

∞∑
k=N+1

1

2k
= r +

1

2N
< r + ε,
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luego y ∈ B(0, r + ε) y resulta (2.27).
Entonces finalmente,

m(B(0, 2r + ε))
(2.27)

≥ µ(CN (0, 2r)) = µN (BN (0(N , 2r))

(2.24)
=

∣∣βN (0(N , 2r)
∣∣

(2.25)
= 2N

∣∣βN (0(N , r)
∣∣ = 2NµN

(
BN (0(N , r)

)
= 2N m(CN (0, r))

(2.26)

≥ 2N m(B(0, r)) >
1

ε
m(B(0, r)).

La arbitrariedad de ε lleva a contradicción con la hipótesis de que exista C < ∞ tal que
m(B(0, 2r)) ≤ Cm(B(0, r)).

2.34 Nota. Bendikov define expĺıcitamente [3, Rem. 5.4.6] una familia general de métricas
intŕınsecas dA(x, y) en Tω por:

dA(x, y)2 :=
∞∑
k=1

1

ak
d◦(xk, yk)

2, (ak) ∈ Rω.

Se podŕıa extender a estas métricas la pregunta que abŕıa esta sección. No lo hemos estudiado:

¿Es posible dar una condición sobre la sucesión de coeficientes (ak) de modo que el toro
infinito Tω con la medida de Haar y la correspondiente métrica de Bendikov dA sea un
espacio de tipo homogéneo?



3
Espacios Lp̄(Tω) de norma mixta

En el art́ıculo [101], JLR expone:

. . . en búsqueda de resultados positivos [sobre convergencia en norma de sumas parciales de
series de Fourier de funciones definidas en Tω] definimos los espacios

Lp(Tω) = Lp1,p2,...,pk,...(T× T . . .× T× . . .)

(con p = (p1, p2, . . . , pk, . . .), 1 ≤ pk ≤ ∞) de manera análoga a los espacios de norma mixta
de Benedek-Panzone (v. [10]) con un paso al ĺımite.

Y a continuación ofrece un resultado [101, Teorema 1] relativo a la acotación uniforme en
Lp(Tω) de cierta familia de operadores de suma parcial de series de Fourier de infinitas variables.
Sobre ese resultado en concreto hablaremos con más detalle en el caṕıtulo siguiente.

Agnes Benedek y Rafael Panzone en efecto, en el contexto del espacio producto

(X,S, µ) =
( n∏
i=1

Xi,

n∏
i=1

Si,
n∏
i=1

µi

)
de un número finito de espacios de medida totalmente σ-finita (Xi,Si, µi) [57, II, §7] (y donde
Si no es la σ-álgebra trivial {∅, Xi} para ningún i), para P = (p1, p2, . . . , pn), 1 ≤ pi ≤ ∞, y f
medible en (X,S, µ), definen ‖f‖P como el número, finito o no, obtenido tomando sucesivamente,
y en este orden, la p1-norma de f en la variable x1, después la p2-norma en la variable x2 de la
función de (x2, . . . , xn) obtenida, . . . , y finalmente la pn-norma en la variable xn. La medibilidad
de estas sucesivas pi-normas ya hab́ıa sido probada por Adriaan C. Zaanen en [121, III, Ch. 13,
§4, Thm. 1]. Cuando es 1 ≤ pi <∞ para todo i se tiene, en particular,

‖f‖P =

∫
Xn

· · ·

(∫
X2

(∫
X1

|f(x1, x2, . . . , xn)|p1 dµ1

)p2/p1

dµ2

)p3/p2

. . . dµn

1/pn

, (3.1)

y para los pj = ∞ se introducen las modificaciones naturales. Por ejemplo, para f medible en
T2 y p1 <∞ seŕıa

‖f‖(p1,∞) = ess sup
x2∈T

(∫
T
|f(x1, x2)|p1 dx1

) 1
p1

.

Cuando ‖f‖P <∞ se escribe f ∈ LP (X), y ‖ · ‖P define una norma (mixta)1 en LP (X) que lo
hace espacio de Banach [10, I, Theorem 1.b)] (v. también [15, 1.1]). Cuando pi = p para todo
i se recuperan los espacios de Banach habituales, LP (X) = Lp(X). Además, por ejemplo, en
general será ‖f‖(p1,p2) 6= ‖f‖(p2,p1).

1Tal vez la primera aparición de una norma mixta (double-norm) y el estudio de un espacio de norma mixta
se deba a Zaanen en [121, II, Ch. 7, §15, Ex. B y Ch. 9, §10]. Como indica L. V. Kantorovich [72, p. 312], los
espacios de norma mixta juegan un papel importante para las representaciones integrales de operadores. V. [72,
Ch. XI, §1]; también [15].

59
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3.1. Definiciones. Propiedades. Dualidad

Para extender a Tω una noción de norma mixta, en los 80s, I. V. Pavlov y A. V. Skorikov [92],
A. Bendikov y Pavlov [5] (reproducido ı́ntegramente en el caṕıtulo 6 del libro [3] de Bendikov)
retoman, para f ∈ L1(Tω), la sucesión de sus secciones de Jessen (fn)n∈N (1.8), y definen, si
p̄ = (p1, p2, . . .) y para cada n se escribe p̄n := (p1, . . . , pn):

‖f‖p̄ := sup
n∈N
‖fn‖p̄n , (3.2)

donde

‖fn‖p̄n :=

∥∥∥∥· · · ∥∥∥‖fn(x1, . . . , xn)‖pn,xn
∥∥∥
pn−1,xn−1

· · ·
∥∥∥∥
p1,x1

, (3.3)

denotando en general por ‖g(x1, . . . , xk)‖pk,xk a la función medible que está definida para cada
(x1, . . . , xk−1) ∈ Tk−1 por

‖g(x1, . . . , xk)‖pk,xk :=


(∫

T |g(x1, . . . , xk)|pk dxk
) 1
pk si pk <∞,

ess sup
xk∈T

|g(x1, . . . , xk)| si pk =∞.

Advierte Bendikov que la definición (3.3) solo difiere de la (3.1) de [10] en el orden en que se
toman las normas, que es el que le va a convenir para la transferencia al caso infinito-dimensional,
ya que se va a cumplir [3, Prop. 6.1.2]

‖fn‖p̄n ≤ ‖fn+1‖p̄n+1 (3.4)

y aśı [3, Corol. 6.1.1],
‖f‖p̄ = ĺım

n→∞
‖fn‖p̄n . (3.5)

El conjunto de las funciones f ∈ L1(Tω) para las que ‖f‖p̄ <∞ forma el espacio (lo llamaremos
cuando sea preciso el BPS -espacio) de norma mixta Lp(Tω).

La presentación de Bendikov es muy elegante2: en primer lugar, él se da cuenta de que, para
cada n, la sección n-ésima de Jessen fn de la función integrable f es la esperanza condicional
EBnf (recordar la Definición 2.6) de la función f respecto de la σ-álgebra Bn de conjuntos de
Borel de Tω engendrada por los cilindros A × Tn,ω, donde A es un conjunto de Borel en Tn.
La sucesión (Bn)∞1 es creciente, y la unión de la sucesión es la σ-álgebra A de los conjuntos de
Borel de Tω.

La sucesión de las secciones de Jessen (fn) es entonces una martingala respecto de la sucesión
creciente de σ-álgebras Bn, y los teoremas de Jessen de convergencia en norma y a.e. de la sucesión
(fn) hacia la función f son consecuencia del Teorema 2.9 de convergencia de martingalas.

De aqúı se sigue enseguida la relación (3.4). También es inmediato [3, Corol. 6.1.2] que, cuando
pk = p para todo k = 1, 2, . . ., se tiene Lp̄(Tω) = Lp(Tω). Otra de las primeras propiedades
que obtienen Bendikov y sus colaboradores es que el BPS-espacio Lp̄(Tω) es un espacio ideal
normado3, es decir, si f ∈ Lp̄, g es medible y |g| ≤ |f |, entonces g ∈ Lp̄ y ‖g‖p̄ ≤ ‖f‖p̄.

2Y se desarrolla en el contexto de un espacio cualquiera Ω que sea producto cartesiano de una infinidad
numerable de espacios de probabilidad. Nosotros seguiremos particularizándola al caso del toro infinito.

3Sea (T,M, µ) un espacio de medida σ-finita y sea S = S(T,M, µ) el espacio de las funciones medibles en
(T,M, µ), reales o complejas. Para x, y ∈ S, la notación |x| ≥ |y| significa que |x(t)| ≥ |y(t)| µ-a.e. Un espacio
ideal es un subespacio X de S tal que

x ∈ X, y ∈ S, |y| ≤ |x| implican y ∈ X.

Una norma ‖ · ‖ en un espacio ideal X se llama monótona si x, y ∈ X, |x| ≤ |y| implican ‖x‖ ≤ ‖y‖. Un espacio
ideal normado (espacio normado de Köthe [122, 15.63]; espacio pre-ideal [119, p.8]) es un espacio ideal equipado
con una norma monótona [72, p. 95]. A. P. Calderón denomina [26, 13.1] ret́ıculo de Banach (Banach lattice) a
un espacio ideal normado y completo respecto de la norma.
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3.1.1. Primer ensayo de definición de norma mixta por JLR

Tras la exposición anterior, de la que tomaremos una parte de la notación, vamos a diverger
por nuestra parte de Bendikov, siguiendo en cambio la primera de las ideas, o primer ensayo de
definición, que escribió JLR en la carta citada en la presentación de esta memoria (v. Figura 3)
en orden a extender al espacio Tω los espacios de norma mixta de Benedek y Panzone.

Repartido entre las dos caras de 1a Hoja 1 (Figuras 3 y 4 al final de la Presentación) de
su carta de 1977 JLR escribió un guión para el estudio de espacios de norma mixta en Tω o
en general en un producto infinito de espacios de probabilidad, tal y como él lo contemplaba
entonces, comenzando por lo que deb́ıa ser el proceso de “paso al ĺımite”, a partir de espacios
(productos cartesianos finitos) con (p1, . . . , pn)-norma mixta de Benedek y Panzone [10], que
diera lugar a una definición análoga de una p̄-norma mixta para funciones medibles, siendo
ahora p̄ = (pk)

∞
k=1, 1 ≤ pk ≤ ∞.

Nuestro estudio soslaya de entrada el segundo ensayo de definición que alĺı se propone, con el
que seguramente tuvo que ver el trabajo [117] (v. la Definición 3.23 más adelante). Y tenemos
que decir en honor a la verdad que sin tener a la vista el modelo de Bendikov et al. seguramente
no habŕıamos sabido progresar.

Comenzaremos con una definición y un resultado previo de teoŕıa de la Probabilidad.

3.1 Definición. [91, V-3] Sea (X,A,m) un espacio de probabilidad y

B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ Bn+1 ⊃ · · ·

una sucesión decreciente de sub-σ-álgebras de A.
Una supermartingala inversa (respecto de la sucesión de σ-álgebras (Bn)∞1 ) es una sucesión

de funciones reales {fn}n∈N ⊂ L1(m) tales que para cada n ≥ 1, fn ≥ 0, fn es Bn-medible y se
verifica (a.e.) EBn+1fn ≤ fn+1.

3.2 Teorema. [91, Proposition V-3-11] Toda supermartingala inversa (fn) converge a.e. a una
función ĺımite f ≥ 0 que es medible respecto de la σ-álgebra B∞ :=

⋂
n∈N Bn. Además, EB∞fn ↑ f

a.e. cuando n→∞.
Cuando ĺımn→∞ ‖fn‖1 < ∞, la supermartingala inversa (fn) converge a su ĺımite puntual f

en la norma de L1(m).

3.3 Definición. [105, p. 158] La función f(x) definida en Tω es independiente de las m primeras
coordenadas x(m = (x1, . . . , xm) si

f(x+ y) = f(x) para todo par x, y ∈ Tω, con y = (y(m, 0
(m).

3.4 Lema. Sea A la σ-álgebra de los conjuntos de Borel de Tω. Para cada número entero j ≥ 1
consideramos la subfamilia de los co-cilindros4 de orden j de A:

Fj := {B ⊂ Tω : B = Tj ×A, A ∈ A}

(observar que, si B ∈ Fj , la función caracteŕıstica χB es independiente de las j primeras coor-
denadas).

Se tiene que Fj es una sub-σ-álgebra de A, la sucesión (Fj)∞1 es decreciente y F∞ = {∅,Tω}.

Demostración. En primer lugar, para cada j ≥ 1, Fj es una σ-álgebra ya que: (i) Tω = Tj ×Tω;
(ii) si A ∈ A, entonces Ac ∈ A, y (Tj ×A)c = Tj ×Ac (inclusive Tj ×∅ = ∅); (iii) si (An)∞1 ⊂ A,
entonces

⋃∞
n=1An ∈ A, y

⋃∞
n=1(Tj ×An) = Tj × (

⋃∞
n=1An).

Por otra parte, Tj+1 × A = Tj × (T × A) ∈ Fj (j ≥ 1, A ∈ A), luego la sucesión (Fj)∞1
es decreciente. También es obvio que, si E ∈

⋂
j∈NFj y E 6= ∅, entonces es necesariamente

E = Tω.
4En cambio Saks [105, p. 159], es a los conjuntos E de la forma E = Tm×A donde A ⊂ Tω a los que denomina

conjuntos ciĺındricos de orden m.
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3.5 Definición. (JLR, Figura 3) Sea p̄ = (p1, p2, . . .) con 1 ≤ pk ≤ ∞ para todo k (lo que
abreviaremos escribiendo 1 ≤ p̄ ≤∞). Dada f ∈ L1(Tω) definimos, para j ≥ 1, en primer lugar,
la función

M
(p̄)
j f(x) = M

(p̄)
j f(x(j) :=

∥∥∥∥· · · ∥∥∥‖f(x)‖p1,x1

∥∥∥
p2,x2

· · ·
∥∥∥∥
pj ,xj

, (3.6)

donde ‖g(·, x(k)‖pk,xk es la función medible en Tk,ω definida en cada x(k = (xk+1, xk+2, . . .) por

‖g(·, x(k)‖pk,xk :=


(∫

T |g(xk, x
(k)|pk dxk

) 1
pk si pk <∞,

ess sup
xk∈T

|g(xk, x
(k)| si pk =∞.

Obviamente es M
(p̄)
j f(x) ≥ 0 para todo x. Mientras no haya lugar a confusión omitiremos el

supeŕındice (p̄) en la notación. Es claro que Mjf es una función independiente de las j primeras
coordenadas, dependiendo solo de la cola j-ésima de coordenadas x(j = (xj+1, xj+2, . . .). Aśı,
Mjf es una función Fj-medible, porque para cada λ ≥ 0 el conjunto (perteneciente a A) Eλ =
{x : Mjf(x) > λ} ∈ Fj , ya que, como Mjf depende solo de x(j , entonces Eλ = Tj × πj,ω(Eλ), y
por otra parte tenemos que πj,ω(Eλ) ∈ A.

Además se tiene

‖Mjf‖L1(Tω) =

∫
Tω
Mjf(x) dx =

∫
Tj,ω

Mjf(x(j) dx(j .

3.6 Proposición. Supongamos que f ∈ L1(Tω) y supj≥1 ‖Mjf‖1 < ∞. Entonces, ‖Mjf‖1 ≤
‖Mj+1f‖1 para todo j ≥ 1.

Demostración. Sea j ≥ 1 fijo. Veamos en primer lugar que se cumple∫
T
Mjf(x(j) dxj+1 ≤Mj+1f(x(j+1). (3.7)

En efecto, el primer miembro de (3.7) es igual a ‖Mjf‖1,xj+1 , mientras que el segundo miembro
es igual a ‖Mjf‖pj+1,xj+1 . La desigualdad (3.7) se sigue de ser pj+1 ≥ 1 y de que ‖·‖r es creciente
con r (1 ≤ r ≤ ∞).

Por otra parte, aplicando el teorema de Tonelli (lo que es posible por la hipótesis asumida)
se tiene

‖Mjf‖1 =

∫
T

(∫
Tj+1,ω

Mjf(x(j) dx(j+1

)
dxj+1

=

∫
Tj+1,ω

(∫
T
Mjf(x(j) dxj+1

)
dx(j+1,

mientras que

‖Mj+1f‖1 =

∫
Tj+1,ω

Mj+1f(x(j+1) dx(j+1;

por consiguiente, de la desigualdad (3.7) se sigue ahora que ‖Mjf‖1 ≤ ‖Mj+1f‖1.

3.7 Proposición. Supongamos que f ∈ L1(Tω) y ĺımj→∞ ‖Mjf‖1 < ∞. Entonces, (Mjf)∞j=1

es una supermartingala inversa respecto de la sucesión decreciente de σ-álgebras (Fj)∞1 .

Demostración. Por la hipótesis tenemos asegurado que Mjf ∈ L1(Tω) para todo j ≥ 1, aśı que
solo queda ver que EFj+1(Mjf) ≤Mj+1f (a.e.).
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Por definición de esperanza condicional, EFj+1(Mjf) es una función Gj(x) = Gj(x
(j+1) tal

que ∫
B
Mjf(x) dx =

∫
B
Gj(x) dx ∀B ∈ Fj+1 : B = Tj+1 ×A, A ⊂ Tj+1,ω medible,

lo que implica que para todo subconjunto medible A de Tj+1,ω se tiene∫
A
Mjf(x(j) dx(j+1 =

∫
A
Gj(x

(j+1) dx(j+1

(de modo que la integral del primer miembro no depende de xj+1). Por otra parte, aplicando el
teorema de Tonelli se tiene∫

A
Gj(x

(j+1) dx(j+1 =

∫
T

(∫
A
Gj(x

(j+1) dx(j+1

)
dxj+1

=

∫
T

(∫
A
Mjf(x(j) dx(j+1

)
dxj+1

=

∫
A

(∫
T
Mjf(x(j) dxj+1

)
dx(j+1,

y esto para todo subconjunto medible A de Tj+1,ω, luego∫
T
Mjf(x(j) dxj+1 = Gj(x

(j+1) (a.e.)

de donde, usando (3.7), concluimos.

3.8 Definición. JLR-espacios de norma mixta en Tω. En las hipótesis de la Proposición
3.7 y de acuerdo con el Teorema 3.2, cuando j → ∞ la sucesión Mjf converge, a.e. y en la
norma de L1, a una función ĺımite que podemos denotar M∞f , que es F∞-medible, es decir, que
es constante a.e. (seŕıa un ejemplo de lo que Saks [105, Thm. 16.1] denomina función ciĺındrica
de todo orden finito). Pongamos que sea M∞f(x) = Mf a.e.. Definiremos entonces

‖f‖p̄ := Mf .

Notemos que la convergencia en la norma de L1(Tω) de Mjf a M∞f , a saber, ĺımj→∞ ‖Mjf −
M∞f‖1 = 0 implica que ĺımj→∞ ‖Mjf‖1 = ‖M∞f‖1 = Mf y que por lo tanto se verifica también

‖f‖p̄ = ĺım
j→∞

‖Mjf‖L1(Tω) (3.8)

(y recordemos que de acuerdo con la Proposición 3.6 la sucesión (‖Mjf‖1) es monótona no
decreciente). El conjunto de las funciones f ∈ L1(Tω) para las que ‖f‖p̄ < ∞ forma el espa-
cio de norma mixta Lp(Tω). Lo distinguiremos cuando sea necesario del BPS-espacio Lp(Tω)
denominándolo el JLR-espacio.

Podemos señalar que, si para cada j ≥ 1 se denota p̄j := (p1, . . . , pj), entonces se verifica,

para cada x(j ∈ Tj,ω fijo, M
(p̄)
j f(x(j) = ‖f(·, x(j)‖p̄j , donde ‖ · ‖p̄j es la norma mixta de Benedek

y Panzone para las funciones medibles en el toro Tj con la medida potencia j-ésima de la medida
de Lebesgue. Utilizaremos libremente también esta notación desde aqúı. Aśı, por ejemplo, de
una desigualdad como

‖f(·, x(j)‖p̄j ≤ ‖g(·, x(j)‖p̄j ,

válida para cada j ≥ 1 y para todo x(j ∈ Tj,ω, deduciremos “en el ĺımite cuando j → ∞”, que
‖f‖p̄ ≤ ‖g‖p̄.
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3.1.2. Primeras propiedades. Lp̄(Tω) es un ret́ıculo de Banach

3.9 Proposición. Si 1 ≤ p̄ ≤∞, Lp̄(Tω) es un espacio normado.

Demostración. En primer lugar, si no es f = 0 a.e., entonces existe j tal que ‖Mjf‖1 6= 0. De
‖f‖p̄ ≥ ‖Mjf‖1 se deduce ‖f‖p̄ 6= 0. Luego ‖f‖p̄ = 0 si y solo si f = 0 a.e., y también es obvio
que ‖cf‖p̄ = |c| · ‖f‖p̄ para todo número complejo c.

Por otra parte, sean f, g ∈ Lp̄(Tω). Si 1 ≤ p̄ <∞, una aplicación sucesiva de la desigualdad
de Minkowski da, para cada j ≥ 1,

Mj(f + g) ≤Mj(f) +Mj(g)

(y lo mismo, con la oportuna modificación del argumento, cuando algún pk =∞); de aqúı resulta,
aplicando también la desigualdad de Minkowski para la norma ‖ · ‖1,

‖Mj(f + g)‖1 ≤ ‖Mj(f) +Mj(g)‖1 ≤ ‖Mj(f)‖1 + ‖Mj(g)‖1. (3.9)

Tomando en (3.9) ĺımites para j → ∞ se deduce que f + g ∈ Lp̄(Tω) y que se verifica la
desigualdad ‖f + g‖p̄ ≤ ‖f‖p̄ + ‖g‖p̄.

3.10 Proposición. Sea g(x) = g(x(N ) una función ciĺındrica, dependiente solo de las N pri-
meras variables x(N = (x1, . . . xN ) para cierto N ∈ N. Entonces se verifica ‖g‖p̄ = ‖g‖p̄N .

Demostración. Suponemos g(x) = g(x(N ). Entonces, la función

M p̄
Ng(x) =

∫
T
· · ·

(∫
T

(∫
T
|g(x)|p1 dx1

)p2/p1

dx2

)p3/p2

. . . dxN

1/pN

(con las modificaciones correspondientes si algún pj =∞) es independiente de todas las variables,
luego es igual a.e. a una constante, que podemos denotar M p̄

Ng, coincidente por otra parte con
la norma mixta de Benedek y Panzone ‖g‖p̄N = ‖g‖

Lp̄N (TN )
.

Y es obvio que M p̄
kg(x) = M p̄

Ng para todo k ≥ N , luego ĺımk→∞M
p̄
kg(x) = M p̄

Ng a.e., con lo
que se tiene

‖g‖Lp̄(Tω) = M p̄
Ng = ‖g‖p̄N .

3.11 Proposición. Cuando pk = p para todo k = 1, 2, . . ., se tiene Lp̄(Tω) = Lp(Tω).

Demostración. El caso p = ∞ es inmediato. Supongamos p < ∞. En este caso tenemos, para
cada j ≥ 1, aplicando el teorema de Tonelli,

Mjf(x(j) =

(∫
T
· · ·
∫
T

∫
T
|f(x)|p dx1 dx2 . . . dxj

) 1
p

=

(∫
Tj
|f(x)|p dx(j

) 1
p

=
(
(|f |p)j,ω(x(j)

) 1
p ,

donde (|f |p)j,ω(x(j) denota la cola j-ésima de Jessen (1.7) de la función |f(x)|p.
Aplicando el Teorema 1.4 y usando la notación de alĺı, sabemos que

ĺım
j→∞

(|f |p)j,ω(x(j) =

∫
Tω
|f(x)|p dx = ‖f‖pp,

de modo que usando (3.8) se tiene, en efecto,

‖f‖p̄ = ĺım
j→∞

‖Mjf‖1 = ‖f‖p.

3.12 Proposición. Lp̄(Tω) es un espacio ideal normado en el sentido de [72, p. 95].
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Demostración. Con nuestra definición es inmediata la relación

‖ |f | ‖p̄ = ‖f‖p̄.

Entonces, si f ∈ Lp̄(Tω) y g es una función medible tal que |g| ≤ |f |, se tiene

‖g‖p̄ = ‖ |g| ‖p̄ ≤ ‖ |f | ‖p̄ = ‖f‖p̄,

luego también es g ∈ Lp̄(Tω).

3.13 Proposición.

(i) Sea 1 ≤ p̄ ≤∞. Si f ∈ Lp̄(Tω) y θ ∈ (0, 1), se tiene que fθ ∈ Lp̄/θ(Tω) y

‖fθ‖p̄/θ = ‖f‖θp̄. (3.10)

(ii) (Desigualdad de Hölder) Sea 1 ≤ p̄ ≤∞ y 1
p̄ + 1

p̄′ = 1 (es decir, 1
pj

+ 1
p′j

= 1 en cada

componente). Sean f ∈ Lp̄(Tω) y g ∈ Lp̄′(Tω). Entonces fg ∈ L1(Tω), y se verifica∫
Tω
|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖p̄ · ‖g‖p̄′ . (3.11)

(iii) (Desigualdad de Hölder generalizada) Sean 1 ≤ p̄, q̄ ≤ ∞ y 1
p̄ + 1

q̄ = 1
r̄ (es decir,

1
pj

+ 1
qj

= 1
rj

en cada componente). Sean f ∈ Lp̄(Tω) y g ∈ Lq̄(Tω). Entonces ‖fg‖r̄ <∞,

y se verifica
‖fg‖r̄ ≤ ‖f‖p̄ · ‖g‖q̄. (3.12)

En particular, si f ∈ Lp̄(Tω) y g ∈ L∞(Tω), entonces fg ∈ Lp̄(Tω) y se tiene ‖fg‖p̄ ≤
‖f‖p̄ · ‖g‖∞.5

(iv) (Desigualdad de Hölder generalizada para m funciones) Sean 1 ≤ pk ≤∞, k =
1, . . . ,m, y

∑m
k=1

1
pk

= 1
r̄ . Sean fk ∈ Lpk(Tω), k = 1, . . . ,m. Entonces ‖f1 · · · fm‖r̄ <∞, y

se verifica
‖f1 · · · fm‖r̄ ≤ ‖f‖p1 · · · ‖fm‖pm . (3.13)

(v) (Desigualdad de Littlewood) Sean 1 ≤ p̄, q̄ < ∞ y f ∈ Lp̄(Tω) ∩ Lq̄(Tω). Entonces
para todo 0 ≤ t ≤ 1 también es f ∈ Lr̄(Tω), siendo 1

r̄ = t
p̄ + 1−t

q̄ , y se verifica

‖f‖r̄ ≤ ‖f‖tp̄ · ‖f‖1−tq̄ . (3.14)

(vi) Si 0 < r̄ ≤ s̄ < ∞ (es decir, 0 < rj ≤ sj para todo j), entonces Lr̄(Tω) ⊇ Ls̄(Tω) (si
0 < r̄ < 1 la función ‖f‖r̄ no es una norma en el espacio Lr̄(Tω)).

Demostración. (i) Es obvio que para cada n ≥ 1 se tiene ‖fθ(·, x(n)‖p̄n/θ = ‖f(·, x(n)‖θp̄n , de
donde resulta la desigualdad tomando ĺımites cuando n→∞.

(ii) Sea F ∈ Lr̄(Tω). De la definición (3.6) se sigue

M
(r̄)
1 F (x(1) =

(∫
T
|F (x)|r1 dx1

)1/r1

= ‖F (·, x(1)‖r1,x1 ,

M
(r̄)
2 F (x(2) = ‖M (r̄)

1 F (·, x(2)‖r2,x2 ,

. . . . . . .

M (r̄)
n F (x(n) = ‖M (r̄)

n−1F (·, x(n)‖rn,xn , . . . .
5Aśı que el espacio Lp̄(Tω) es un espacio pre-ideal∗ en el sentido de M. Väth [119, Definition 2.1.2].
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De manera que, si f ∈ Lp̄(Tω) y g ∈ Lp̄′(Tω), aplicando sucesivamente la desigualdad de Hölder
para funciones de una variable se obtiene, para cada n ≥ 1,∫

T
|f(x)g(x)| dx1 ≤ ‖f(·, x(1)‖p1,x1 · ‖g(·, x(1)‖p′1,x1

= M
(p̄)
1 f(x(1) ·M (p̄′)

1 g(x(1),∫
T
M

(p̄)
1 f(x(1) ·M (p̄′)

1 g(x(1) dx2 ≤M (p̄)
2 f(x(2) ·M (p̄′)

2 g(x(2),

. . . . . . .∫
T
M

(p̄)
n−1f(x(n−1) ·M (p̄′)

n−1g(x(n−1) dxn ≤M (p̄)
n f(x(n) ·M (p̄′)

n g(x(n).

Aplicando el teorema de Tonelli tenemos entonces, para cada n ≥ 1:∫
Tn
|f(x)g(x)| dx(n ≤M (p̄)

n f(x(n) ·M (p̄′)
n g(x(n). (3.15)

Esta seŕıa la desigualdad de Hölder [10, p. 302, (1)] para las normas mixtas conjugadas p̄n y p̄′n

en Tn. Ahora, cuando n → ∞, el segundo miembro de (3.15) tiende a.e. a ‖f‖p̄ · ‖g‖p̄′ , según
la Definición 3.8, mientras que el primer miembro es la cola n-ésima de Jessen (recordar (1.7))
|fg|n,ω de la función |fg|, que de acuerdo con el Teorema 1.4 tiende a.e. a

∫
Tω |f(x)g(x)| dx. La

extensión de la desigualdad (3.15) en el ĺımite da entonces la desigualdad (3.11).

(iii) De la desigualdad de Hölder generalizada para normas mixtas [10, p. 302] tenemos, para
cada n ≥ 1,

‖fg(·, x(n)‖r̄n ≤ ‖f(·, x(n)‖p̄n · ‖g(·, x(n)‖q̄n , para todo x(n ∈ Tn,ω,

de donde se sigue (3.12) en el ĺımite cuando n→∞.

(iv) Resulta de una argumentación similar, por aplicación sucesiva de la desigualdad genera-
lizada de Hölder para m funciones de una variable.

(v) Para cada 0 ≤ t ≤ 1 se tiene, usando (3.12) y (3.10):

‖f‖r̄ = ‖f t+1−t‖r̄ = ‖f t · f1−t‖r̄ ≤ ‖f t‖p̄/t · ‖f1−t‖q̄/(1−t) = ‖f‖tp̄ · ‖f‖1−tq̄ .

(vi) Según el resultado correspondiente al (iii) de esta proposición para normas mixtas de
Benedek-Panzone en Tn (que sale de una aplicación sucesiva de la propiedad 1-dimensional [64,
(13.17)] en cada variable), para cada n ≥ 1 se tiene

‖f‖r̄n ≤ ‖f‖s̄n ,

y de aqúı se concluye nuevamente tomando ĺımites para n→∞.

El siguiente teorema generaliza [10, §2, Thm. 1] en el caso Tω.

3.14 Teorema. Sea 1 ≤ p̄ ≤∞ y p̄′ tal que 1
p̄ + 1

p̄′ = 1. Si f ∈ Lp̄(Tω), entonces

‖f‖p̄ = sup
‖g‖p̄′=1

∣∣∣∣∫
Tω
fg dx

∣∣∣∣ = sup
‖g‖p̄′=1

∫
Tω
|fg| dx. (3.16)

Demostración. Por la desigualdad (3.11) se cumple

‖f‖p̄ ≥ sup
‖g‖p̄′=1

∣∣∣∣∫
Tω
fg dx

∣∣∣∣ ,
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y queda probar la desigualdad contraria.
Para cada n fijo, aplicando el citado Teorema [10, §2, Thm. 1] se tiene (1 ≤ pk ≤ ∞ para

k ≤ n)

‖f(·, x(n)‖p̄n ≤ sup
‖h‖p̄′n=1

∫
Tn
|fh| dx(n

(donde este supremo, que será una función medible de las variables x(n, se puede restringir a
estar tomado sobre las funciones h = h(x(n) que no dependen de x(n). Por consiguiente, para
cada ε > 0 existe una función hε(x(n) de norma ‖hε‖p̄′n = 1 tal que

‖f(·, x(n)‖p̄n ≤
∫
Tn
|fhε| dx(n + ε.

Entonces,∥∥∥ ‖f(·, x(n)‖p̄n
∥∥∥
L1(Tn,ω)

≤
∫
Tn,ω

(
ε+

∫
Tn
|fhε| dx(n

)
dx(n = ε+

∫
Tω
|fhε| dx,

de donde se deduce∥∥∥ ‖f(·, x(n)‖p̄n
∥∥∥
L1(Tn,ω)

≤ sup
h∈Lp̄′

n
(Tn)

‖h‖p̄′n=1

∫
Tω
|fh| dx ≤ sup

h∈Lp̄′ (Tω)
‖g‖p̄′=1

∫
Tω
|fg| dx (3.17)

y de aqúı,

‖f‖p̄ = ĺım
n→∞

∥∥∥ ‖f(·, x(n)‖p̄n
∥∥∥
L1(Tn,ω)

≤ sup
‖g‖p̄′=1

∫
Tω
|fg| dx,

como queŕıamos probar.

Como una consecuencia de este teorema se obtiene el siguiente resultado, que asegura que los
espacios ideales normados Lp̄(Tω) cumplen las condiciones (B) y (C) de Kantorovich6. Nos ayu-
damos en este momento de la lectura de [92]7, y de una parte de la gran cantidad de información
que se encuentra al respecto en [3, 6.1].

3.15 Proposición. Sea 1 ≤ p̄ ≤ ∞. Si la sucesión (fn) ⊂ Lp̄(Tω), fn ≥ 0 es monótona
creciente a.e. y se tiene supn ‖fn‖p̄ <∞, entonces existe una función f ∈ Lp̄(Tω) tal que fn ↑ f
a.e., y se tiene supn ‖fn‖p̄ = ‖f‖p̄.

Demostración. (V. [72, Thm. 7, p. 105].) Sea f := supn fn. Por la hipótesis se tiene f = ĺımn fn
a.e.. Usando el Teorema 3.14, dada cualquier g ∈ Lp̄′(Tω) tal que ‖g‖p̄′ = 1 se tiene, aplicando
en primer lugar el teorema de convergencia monótona,∫

Tω
f |g| dx = sup

n

∫
Tω
fn|g| dx ≤ sup

n
‖fn‖p̄ <∞

6Un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma monótona completa, o que satisface la condición
(B) [72, p. 99], si

0 ≤ xn ↑, xn ∈ X (n ∈ N), sup ‖xn‖ <∞
implican xn ↑ x, para un cierto x ∈ X.

Por otra parte, un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma semicontinua respecto del orden, o que
satisface la condición (C) [72, p. 98], si

0 ≤ xn ↑ x ∈ X implica ‖xn‖ → ‖x‖.

7Presentamos una versión castellana de esta referencia en el Anexo 5 final.
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también por hipótesis, y entonces aplicando nuevamente el Teorema 3.14 tenemos

‖f‖p̄ ≤ sup
n
‖fn‖p̄, (3.18)

luego f ∈ Lp̄(Tω).
Por otra parte, ahora es inmediato que ‖fn‖p̄ ≤ ‖f‖p̄ implica supn ‖fn‖p̄ ≤ ‖f‖p̄. Esta de-

sigualdad, junto con (3.18), da ‖f‖p̄ = supn ‖fn‖p̄.

El resultado del próximo Corolario 3.16 quedaba establecido ya en [10] para normas mixtas
en Tn, con la indicación de que se puede obtener por inducción en n. Aśı lo hace M. A. Triana,
en su caso de dimensión finita, en [116, 1.2]. Se corresponde con el teorema de convergencia
monótona de Lebesgue (v. [89, 26.1, 32.3]). Desde la perspectiva de la Proposición 3.15, este
Corolario establece la condición (C) de Kantorovich para Lp̄(Tω).

3.16 Corolario. Sea 1 ≤ p̄ ≤ ∞. Si (fm) es una sucesión no decreciente de funciones reales
medibles no negativas y fm → f a.e., entonces ‖fm‖p̄ → ‖f‖p̄ cuando m→∞.

Demostración. Si (fm) ⊂ Lp̄(Tω) y f ∈ Lp̄(Tω), entonces aplicando la Proposición 3.15 resulta
‖fm‖p̄ → ‖f‖p̄ cuando m→∞, ya que, por la monotońıa de la norma, tenemos que ĺımn ‖fm‖p̄ =
supn ‖fm‖p̄.

En otro caso el resultado es trivial. Si, por ejemplo, fm0 /∈ Lp̄(Tω), siempre podemos suponer
que ‖fm0‖p̄ = ∞. Entonces, ‖fm‖p̄ = ∞ para todo m ≥ m0, y también es ‖f‖p̄ = ∞ =
ĺımm ‖fm‖p̄.

Para el siguiente corolario v. [83, Lemma 1(e), p. 4], [72, Lemma 4, p. 98].

3.17 Corolario. (Lema de Fatou) Sea 1 ≤ p̄ ≤∞. Si fn, f ∈ Lp̄(Tω) y fn → f a.e., entonces

‖f‖p ≤ ĺım inf
n→∞

‖fn‖p.

Demostración. Escribamos
hn(x) := ı́nf

k=0,1,...
|fn+k(x)|.

Entonces, hn ≥ 0 y hn(x) ↑ |f(x)| a.e., luego aplicando el Corolario 3.16, y también que Lp̄(Tω)
es un espacio ideal normado, resulta

‖f‖p̄ = ĺım
n
‖hn‖p̄ = sup

n
‖hn‖p̄ ≤ ĺım inf

n
‖fn‖p̄.

Una vez en posesión de los resultados anteriores, la demostración del siguiente teorema sigue
una técnica estándar.

3.18 Teorema. Sea 1 ≤ p̄ ≤∞. El espacio Lp̄(Tω) es completo respecto de la norma ‖ · ‖p̄.

Demostración. (Seguimos la prueba de [83, Thm I.1]. V. también [72, Thm. 4, p. 99], donde la
argumentación es diferente). Sea (fn) una sucesión de Cauchy en Lp̄(Tω). Hay que probar que
existe una (uńıvocamente determinada a.e.) función f ∈ Lp̄(Tω) tal que ‖fn − f‖p̄ → 0 cuando
n→∞.

Dado ε > 0 existe N = N(ε) tal que para m,n ≥ N se tiene ‖fm − fn‖p̄ < ε. Entonces, en
primer lugar, existe una subsucesión (basta considerar por ejemplo nk = N(1/2k)) (fnk)∞k=1, y
vamos a escribir desde aqúı gk := fnk , tal que

∑∞
k=1 ‖gk+1 − gk‖p̄ <∞.

Sea ahora

g(x) := |g1(x)|+
∞∑
n=1

|gn+1(x)− gn(x)|.
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Aplicando el Corolario 3.16,

‖g‖p̄ ≤ ‖g1‖p̄ +

∞∑
n=1

‖gn+1 − gn‖p̄ <∞.

(Esto implica en particular que el conjunto Z donde g(x) = ∞ es de medida nula.) Definimos
entonces la función f de la siguiente manera:

f(x) :=
(
g1(x) +

∞∑
n=1

(
gn+1(x)− gn(x)

))
· χZc(x).

Se tiene |f(x)| ≤ g(x) para todo x, luego ‖f‖p̄ ≤ ‖g‖p̄ <∞, aśı que f ∈ Lp̄(Tω), y f−gj ∈ Lp̄(Tω)
para todo j ∈ N. Como entonces es f(x) = ĺımj→∞ gj(x) a.e., aplicando el Corolario 3.17 se
tiene ‖f − gj‖p̄ ≤ ĺım inf`→∞ ‖g` − gj‖p̄, por lo tanto

‖f − gj‖p̄ → 0 cuando j →∞,

y finalmente de

‖f − fn‖p̄ ≤ ‖f − gj‖p̄ + ‖fn − gj‖p̄,

haciendo tender n y j a ∞, deducimos que

‖f − fn‖p̄ → 0 cuando n→∞.

Además, la unicidad (a.e.) de la función ĺımite f es trivial (si hubiera dos, f1 6= f2, de ‖f1−f2‖p̄ ≤
‖fn − f1‖p̄ + ‖fn − f2‖p̄ para todo n se seguiŕıa una contradicción).

3.1.3. La Lp̄-convergencia dominada

Abordamos ahora la cuestión de cuándo se cumple en el espacio Lp(Tω) la siguiente propiedad,
que para los espacios de norma mixta en Tn es válida cuando pj <∞ para todo j ([10, p. 302];
M. A. Triana da una demostración en [116, 1.2]).

(CD):8 Si (fn) es una sucesión de funciones medibles tales que |fn| ≤ g a.e. para todo n, con
g ∈ Lp̄(Tω) y fn → f a.e., entonces f ∈ Lp̄(Tω), y ‖fn − f‖p̄ → 0 cuando n→∞.

Comenzaremos probando la equivalencia entre esta condición y la siguiente:

(CA):9 Si fn ∈ Lp̄ y fn ↓ 0 a.e., entonces ‖fn‖p ↓ 0.

3.19 Proposición. Sea 1 ≤ p̄ ≤∞. Las condiciones (CD) y (CA) son equivalentes en Lp̄(Tω).

Demostración. (CA)⇒ (CD) (v. [78, Ch. 11, Thm. 5.8]; [122, 15.72, Thm. 2]). Suponemos que
(fn) es una sucesión de funciones medibles tales que fn → f a.e. y existe una función g ∈ Lp̄(Tω)
tal que |fn| ≤ g a.e. para todo n. Para cada k ≥ 1 sea

gk = sup
m,n≥k

|fm − fn|.

La sucesión (gk), de funciones no negativas, es una sucesión no creciente. Se tiene |fm − fn| ≤
2g, entonces gk ∈ Lp̄(Tω) en aplicación del Corolario 3.16. Como (fn) es convergente a.e. por
hipótesis, se tiene gk ↓ 0 a.e. y entonces por (CA) es ‖gk‖p ↓ 0.

8Propiedad de convergencia dominada. Es la condición C.4) de [3, 6.1.2].
9Condición (A) de Kantorovich [72, p. 98], a saber: un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma

continua respecto del orden, o que satisface la condición (A), si xn ↓ 0 implica ‖xn‖ → 0. Es la condición C.1)
de [3, 6.1.2]. En la terminoloǵıa de Zaanen [122, 15.72], toda función de Lp̄ es de norma absolutamente continua.
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Entonces, (fn) es una sucesión de Cauchy en el espacio completo Lp̄(Tω), luego converge en
la norma de este espacio a una función h ∈ Lp̄(Tω). Se sabe que, entonces, hay una subsucesión
(fnk) que converge a.e. a h. Pero esta subsucesión también converge a f . Entonces, h = f a.e.,
y ‖fn − f‖p̄ → 0 cuando n→∞.

(CD) ⇒ (CA) (v. [3, Prop. 6.1.7]). Supongamos (fk) ⊂ Lp(Tω) y fn ↓ 0 a.e.. Para cada k
definimos gk = f1 − fk. La sucesión no decreciente de funciones no negativas (gk) converge a.e.
a f1, luego aplicando (CD) se tiene ‖gk − f1‖p̄ ↓ 0, es decir, ‖fk‖p̄ ↓ 0.

La condición (CA), y por consiguiente la condición (CD), no se cumple si supk pk = ∞
(v. [92, Thm. 2]). Supongamos en primer lugar que sea infinito alguno de los pk, por ejemplo y
sin perder generalidad, que sea p1 =∞. Sea An :=

(
0, 1

2

)n×Tn,ω para cada n ≥ 1 y consideremos
la sucesión de funciones indicadoras fn := χAn . Se tiene fn ↓ 0 a.e., pero ‖fn‖p = 1 para todo
n, porque ‖fn(·, x(1)‖∞,x1 = 1 para todo x(1 ∈ T1,ω.

En otro caso, si pk < ∞ para todo k pero siendo ĺım supk pk = ∞, tampoco se cumple
en general la condición (CA). Vale el mismo contraejemplo que aportan Pavlov y Skorikov en
[92] y revisitamos aqúı en nuestro caso de los JLR-espacios. Supongamos por ejemplo que la
serie

∑∞
k=1 1/pk sea convergente, y que pk > 1 para todo k, de modo que el producto infinito∏∞

k=1

(
1− 1

pk

)
sea convergente a un número ` > 0.

Sea entonces ak :=
(
1 − 1

pk

)pk , k = 1, 2, . . ., y (Ak)
∞
k=1 una familia de subconjuntos de T de

modo que |Ak| = ak para cada k. Sea Bn :=
∏n
k=1Ak × Tn,ω para cada n ≥ 1 y consideremos

la sucesión de funciones indicadoras fn := χBn . Se tiene fn ↓ 0 a.e. ya que m(Bn) → 0 al ser
ĺımk ak = 1/e < 1. Por otro lado, fn(x) = χA1(x1)χA2(x2) · · ·χAn(xn)χTn,ω(x(n) para n ≥ 1 y,
considerando n fijo, para cada m ≥ n se tiene

‖fn(·, x(m)‖p̄m =

∫
T

(m)
· · ·

(∫
T

(∫
T
χA1×···An(x(n)χTn,ω(x(n) dx1

) p2
p1

dx2

) p3
p2

. . . dxm


1
pm

=

∫
T
χAn(xn)

(n)
· · ·

(∫
T
χA2(x2)

(∫
T
χA1(x1) dx1

) p2
p1

dx2

) p3
p2

. . . dxn


1
pn

· χTm,ω(x(m)

= |A1|1/p1 · · · |An|1/pn · χTm,ω(x(m),

de modo que ‖fn‖p =
∏n
k=1 a

1/pk
k > `. Entonces ‖fn‖p 9 0 cuando n→∞.

Por otro lado, en el camino a probar que, si supk pk < ∞, entonces śı se cumple la condi-
ción (CD),10 seguimos los pasos e indicaciones de Bendikov [3, 6.1.2]. El siguiente resultado es
fundamental y se cumple también para nuestros JLR-espacios de norma mixta en Tω.

3.20 Teorema. ([3, Thm. 6.1.2]) Si supk pk < ∞, entonces en el espacio Lp(Tω) se cumple la
siguiente propiedad (condición C.6) de [3, 6.1.2]):

Para toda f ∈ Lp(Tω) se verifica ‖f · χ{|f |>N}‖p̄ ↓ 0 cuando N →∞.

Demostración. No hacemos más que trasladar a nuestro caso la prueba de Bendikov.

Sea r = supk pk < ∞. Considerando que para g, h ∈ Lp(T) con 1 ≤ p < ∞ se cumple
la desigualdad ‖ |g| + |h| ‖pp ≥ ‖g‖pp + ‖h‖pp, que para cada n ∈ N fijo el espacio Lp̄

n
(Tn) se

puede identificar con el espacio de Lebesgue-Bochner11 Lpn
(
T;Lp1,...,pn−1(Tn−1)

)
, y cierto lema

10Y, por consiguiente, Lp(Tω) es un espacio regular en el sentido de [77, p. 45] y [119, Definition 3.3.1].
11Sea (Ω,M, µ) un espacio de probabilidad, X un espacio de Banach y 1 ≤ p < ∞. El espacio de Lebesgue-

Bochner Lp(Ω, X) está formado por todas las funciones medibles f : Ω→ X tales que
(∫

Ω
‖f(ω)‖pX dµ(ω)

)1/p
<∞,

y es otro espacio de Banach. Para la identificación Lp1,...,pn = Lpn(Lp1,...,pn−1), v. [10, §9] (y [67, pp. 71–83]).
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auxiliar12, se deduce por inducción que si g, h ∈ Lp(Tω), g, h ≥ 0, para cada n ∈ N se tiene∥∥g(·, x(n) + h(·, x(n)
∥∥r
p̄n
≥
∥∥g(·, x(n)

∥∥r
p̄n

+
∥∥h(·, x(n)

∥∥r
p̄n

para todo x(n ∈ Tn,ω, y de aqúı, pasando al ĺımite cuando n→∞, que

‖g + h‖rp̄ ≥ ‖g‖rp̄ + ‖h‖rp̄. (3.19)

Sea entonces f ∈ Lp(Tω), f ≥ 0 sin perder generalidad. Para cada N ∈ N consideramos la
descomposición f = gN + hN con gN = f · χ{f≤N} y hN = f · χ{f>N}. Por (3.19) se tiene

‖hN‖rp̄ ≤ ‖f‖rp̄ − ‖gN‖rp̄.

Pero ‖gN‖rp̄ ↑ ‖f‖rp̄ según el Corolario 3.16. Luego ĺımN ‖hN‖p̄ = 0.

3.21 Corolario. Si supk pk <∞, entonces el subespacio L∞(Tω) es denso en el espacio Lp(Tω).

Demostración. Sea f ∈ Lp(Tω). Para cada N ∈ N se considera la función gN := f · χ{|f |≤N}.
Obviamente es gN ∈ L∞(Tω), y aplicando el Teorema 3.20 se tiene

‖f − gN‖p̄ = ‖f · χ{|f |>N}‖p̄ −→
N→∞

0.

3.22 Proposición. Si supk pk < ∞, entonces en el espacio Lp(Tω) se cumple la propiedad
(CD) de convergencia dominada.

Demostración. Suponemos que (fn) es una sucesión de funciones medibles tales que fn → f a.e.
y existe una función g ∈ Lp̄(Tω) tal que |fn| ≤ g a.e. para todo n. En primer lugar, aplicando el
Corolario 3.17 resulta ‖f‖p̄ ≤ ‖g‖p̄, luego f ∈ Lp(Tω).

En segundo lugar se puede demostrar que se verifica la condición siguiente13:
(?) Si h es una función cualquiera de Lp(Tω), entonces para toda sucesión (Ak) de conjuntos

medibles de Tω cumpliendo ĺımk→∞m(Ak) = 0 se verifica ĺımk→∞ ‖h · χAk‖p̄ = 0.
En efecto, dado ε > 0, aplicando el Corolario 3.21 existe hε ∈ L∞(Tω) tal que ‖h− hε‖p̄ < ε

y entonces, usando los apartados (iii) y (vi) de la Proposición 3.13 se tiene

‖h · χAk‖p̄ ≤ ‖(h− hε) · χAk‖p̄ + ‖hε · χAk‖p̄
≤ ‖h− hε‖p̄ + ‖hε‖∞ · ‖χAk‖p̄
≤ ‖h− hε‖p̄ + ‖hε‖∞ · ‖χAk‖r

< ε+ ‖hε‖∞ ·
[
m(Ak)

] 1
r < (1 + ‖hε‖∞)ε

si se toma k suficientemente grande de modo que sea
[
m(Ak)

] 1
r < ε.

Terminamos la demostración siguiendo ahora a Väth en [119, Thm. 3.3.5]. Volviendo a la
sucesión (fn) de partida, hay que probar que ‖fn − f‖p̄ → 0. Para cada número dado ε > 0 fijo
se define la sucesión de conjuntos

En := {x : |fn(x)− f(x)| > ε · g(x)}, (n ∈ N).

Por hipótesis fn → f a.e., y como el espacio Tω es de medida finita se tiene también que fn → f
en medida. Entonces se puede probar, como detallamos a continuación, que ĺımn→∞m(En) = 0.

12Si X es un ret́ıculo normado, 1 ≤ q <∞, Lq(Ω, X) un espacio de Lebesgue-Bochner, y se supone que se cumple
‖x+ y‖pX ≥ ‖x‖

p
X + ‖y‖pX para un cierto 1 ≤ p <∞ para todo par x, y > 0, entonces, siendo r = máx{p, q}, para

todo par f, g ∈ Lq(Ω, X) se verifica ‖f + g‖rLq(Ω,X) ≥ ‖f‖rLq(Ω,X) + ‖g‖rLq(Ω,X) [3, Lemma 6.1.3].
13Condición C.3) de [3, 6.1.2]. Es también equivalente a la condición (CA), v. [122, Ch. 15, §72, Thm. 1].
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En efecto, denotemos Gk := {x : 0 < g(x) ≤ 1/k} para cada k ∈ N. Se comprueba inmediata-
mente que

En ⊆ {x : |fn(x)− f(x)| > ε/k} ∪Gk,

aśı que se verifica

m(En) ≤ m
(
{x : |fn(x)− f(x)| > ε/k}

)
+m

(
Gk)

para todo k ∈ N. Como G1 ⊇ G2 ⊇ · · · , se tiene m(Gk)→ m
(⋂

kGk
)

= 0 cuando k →∞, luego
dado λ > 0 existe k0 ∈ N tal que m(Gk) < λ para todo k ≥ k0. Y, como fn → f en medida,
para este k0 existe un n0 ∈ N tal que m

(
{x : |fn(x)− f(x)| > ε/k0}

)
< λ si n ≥ n0. Con lo cual,

m(En) ≤ 2λ si n ≥ n0, y queda visto que m(En)→ 0.

Entonces, de acuerdo con la condición (?) de arriba, existe N1 ∈ N tal que ‖g · χEn‖p̄ < ε si
n ≥ N1. Y por consiguiente se tiene, para todo n ≥ N1,

‖fn − f‖p̄ =
∥∥(fn − f)χEn + (fn − f)χEcn

∥∥
p̄

≤ 2‖g · χEn‖p̄ + ‖ε · g‖p̄ ≤ (2 + ‖g‖p̄)ε,

luego ‖fn − f‖p̄ → 0 cuando n→∞.

3.1.4. Dualidad. Espacios Lp̄(Tω) homogéneos

Funciones elementales en Lp̄(Tω)

3.23 Definición. (JLR, v. Figura 3.) Para cada 1 ≤ p̄ ≤ ∞ llamaremos subespacio de las fun-
ciones elementales de Lp̄(Tω) al subespacio vectorial Sp̄ ⊂ Lp̄(Tω) engendrado por las funciones
que tienen la forma f(x) = f1(x1) · · · fk(xk) para un cierto k ∈ N, donde fj ∈ Lpj (T) para cada
j = 1, . . . , k. Por ejemplo pertenecen a Sp̄ las funciones simples de la forma f(x) =

∑m
ν=1 cνχBν

con Bν =
∏k
j=1Aνj × Tk,ω, Aνj ⊂ T medible para j = 1, . . . , k, cν ∈ C para ν = 1, . . . ,m, y los

conjuntos Bν disjuntos dos a dos.

Si f(x) = f1(x1) · · · fk(xk), entonces se tiene, de acuerdo con la Proposición 3.10, ‖f‖p̄ =
‖f1‖p1 · · · ‖fk‖pk . En general, si f(x) ∈ Sp̄, la función f es ciĺındrica, f(x) = f̃(x1, . . . , xk) con f̃
definida en Tk para cierto k finito, y ‖f‖Lp̄(Tω) = ‖f̃‖

Lp̄k (Tk)
.

3.24 Proposición. (JLR, v. Figura 4.) Si supk pk <∞, entonces el subespacio vectorial Sp̄ es
denso en Lp̄(Tω).

Demostración. (V. [116, Teorema 2.1].) Sea B la σ-álgebra de los conjuntos de Borel de Tω,
engendrada como se sabe [108, II.2.4] por los conjuntos ciĺındricos de la forma B =

∏n
j=1Aj ×

Tn,ω con Aj ⊂ T de Borel para j = 1, . . . , n, siendo n ∈ N. Consideremos por otra parte el
álgebra de conjuntos

T := {T ∈ B |χT ∈ Sp̄}

(la clausura se entiende en la topoloǵıa de la norma de Lp̄), y veamos en primer lugar que la
mı́nima σ-álgebra que contiene a T , σ(T ), es igual a B. Para cada cilindro B =

∏n
j=1Aj ×Tn,ω

se tiene χB =
(∏n

j=1 χAj
)
χTn,ω ∈ Sp̄, de modo que B ∈ T , aśı que bastará [108, II.2 Lemma

2] ver que T es una familia monótona de conjuntos, es decir, que la unión (respectivamente, la
intersección) de una sucesión creciente (decreciente) de conjuntos de T está también en T .

En el primero de estos casos (de manera similar se concluye en el caso de la sucesión decrecien-
te), sea (Tn) ⊂ T tal que Tn ⊆ Tn+1. Si T :=

⋃
n Tn, se tiene que χTn → χT a.e.; por otro lado

es χTn ≤ χTω ∈ Lp̄(Tω). Entonces, aplicando la Proposición 3.22 resulta que ‖χTn − χT ‖p̄ → 0
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cuando n → ∞. Como se supone χTn ∈ Sp̄ y Sp̄ es cerrado en Lp̄, se deduce que también
χT ∈ Sp̄, luego que T ∈ B. Entonces, en efecto, es σ(T ) = B.

Denotemos Σp̄ :=
{
s =

∑n
k=1 ckχBk : ck ∈ C, Bk ∈ B, n ∈ N

}
. La clausura en Lp̄ de la clase

de funciones simples Σp̄ es el espacio Lp̄. Pero por otra parte es Σp̄ ⊆ Sp̄, de donde Σp̄ = Lp̄ ⊆ Sp̄
y hemos terminado.

Un buen resultado a nuestro juicio que consigue la teoŕıa de Bendikov y colaboradores es que si
supk pk <∞, entonces la sucesión (fn) de secciones de Jessen de la función f ∈ Lp̄(Tω) converge
a la función f en la BPS p̄-norma mixta cuando n→∞ [3, Thm. 6.1.2]. No hemos conseguido
probar (ni refutar) un resultado análogo para nuestras JLR p̄-normas mixtas. Nuestra única
contribución es el siguiente lema, que es sencillo aunque la prueba sea aparatosa de notación.

3.25 Lema. Sea 1 ≤ p̄ <∞. Para cada n escribimos p̄n = (p1, . . . , pn). Sea F ∈ Sp̄(Tω) de modo
que F (x) = f1(x1) · · · fN (xN ) para un cierto N ∈ N, con fj ∈ Lpj (T) para cada j = 1, . . . , N
y además supongamos cada fj ≥ 0. Sea, para cada n ∈ N, Fn la sección n-ésima de Jessen (v.
ecuación (1.8)) de la función F . Entonces, Fn ∈ Lp̄

n
(Tn) y ‖Fn‖p̄n → ‖F‖p̄ cuando n→∞.

Demostración. Recordemos (ecuaciones (3.6) y (3.8)) que ‖F‖p̄ = ĺımj→∞ ‖M (p̄)
j F‖L1(Tω) donde,

para cada j ∈ N,

M
(p̄)
j F (x) = M

(p̄)
j F (x(j) :=

∥∥∥· · · ∥∥‖F (x)‖p1,x1

∥∥
p2,x2

· · ·
∥∥∥
pj ,xj

.

Como F ∈ Lp̄(Tω), de acuerdo con la Definición 3.8 y la Proposición 3.7 es M
(p̄)
j F (x) <∞ para

cada j ∈ N. Y ya que por hipótesis es F ≥ 0, se tiene

‖M (p̄)
j F‖L1(Tω) = ‖M (p̄)

j F‖L1(Tj,ω)

=

∫
Tj,ω

∫
T
· · ·

(∫
T

(∫
T
F (x)p1 dx1

)p2/p1

dx2

)p3/p2

. . . dxj

1/pj

dx(j

(recordemos que dx(j = dxj+1 dxj+2 . . .), mientras que

‖Fj‖Lp̄j (Tω)
=

∫
T
· · ·

(∫
T

(∫
T

(∫
Tj,ω

F (x) dx(j

)p1

dx1

)p2/p1

dx2

)p3/p2

. . . dxj

1/pj

.

Vamos a probar que para todo j ∈ N se cumple

‖M (p̄)
j F‖L1(Tj,ω) = ‖Fj‖Lp̄j (Tω)

. (3.20)

Para 1 ≤ j ≤ N la comprobación de es sencilla: Por un lado,

‖M (p̄)
j F‖L1(Tj,ω) =

∫
Tj,ω

∫
T
· · ·

(∫
T

(∫
T
F (x)p1 dx1

)p2/p1

dx2

)p3/p2

. . . dxj

1/pj

dx(j

= ‖f1‖p1 · · · ‖fj‖pj
(∫

Tj,ω
fj+1(xj+1) · · · fN (xN ) dx(j

)
,
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y por otro lado

‖Fj‖Lp̄j (Tω)
=

∥∥∥∥∫
Tj,ω

f1(x1) · · · fN (xN ) dx(j

∥∥∥∥
Lp̄
j
(Tω)

=

(∫
T
· · ·
(∫

T

(∫
Tj,ω

f1(x1) · · · fN (xN ) dx(j

)p1

dx1

)p2/p1

. . . dxj

)1/pj

=

(∫
T
· · ·
(∫

T

(
f1(x1) · · · fj(xj)

)p1

(∫
Tj,ω

fj+1(xj+1) · · · fN (xN ) dx(j

)p1

dx1

)p2/p1

. . . dxj

)1/pj

= ‖f1‖p1 · · · ‖fj‖pj
(∫

Tj,ω
fj+1(xj+1) · · · fN (xN ) dx(j

)
,

luego (3.20) se cumple en este caso,teniéndose de hecho

‖M (p̄)
j F‖L1(Tj,ω) = ‖Fj‖Lp̄j (Tω)

= ‖f1‖p1 · · · ‖fj‖pj
(∫

TN−j
fj+1(xj+1) · · · fN (xN ) dxj+1 · · · dxN

)
= ‖f1‖p1 · · · ‖fj‖pj · ‖fj+1‖1 · · · ‖fN‖1.

Y para j > N (recordemos que N está fijado por la función F ) se tiene, de acuerdo con la
Proposición 3.10,

‖M (p̄)
j F‖L1(Tj,ω) = ‖Fj‖Lp̄j (Tω)

= ‖f1‖p1 · · · ‖fN‖pN = ‖F‖p̄,

con lo que hemos terminado.

Dualidad en los espacios Lp̄(Tω)

A continuación probamos el resultado de dualidad que, como [3, Thm. 6.1.3] en su caso,
extiende [10, §3, Thm. 1a)]. Nuestra demostración sigue al pie de la letra las ĺıneas de la de
Benedek y Panzone (v. también [89, 35.3], [104, 6.16]).

3.26 Proposición. Si supk pk <∞, entonces el espacio dual (Lp̄)∗ = Lq̄, siendo 1
p̄ + 1

q̄ = 1.

Demostración. Por un lado, si h ∈ Lq̄(Tω), 1 ≤ q̄ ≤∞, la aplicación f 7→
∫
Tω hf dx define un

funcional lineal, que es continuo en Lp̄(Tω) en virtud de la desigualdad de Hölder (3.11), ya que
para toda sucesión convergente fn → f en Lp̄, se tiene∣∣∣∣∫

Tω
hfn dx−

∫
Tω
hf dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Tω
|h(fn − f)| dx ≤ ‖fn − f‖p̄ · ‖h‖q̄ → 0

cuando n→∞. De modo que es siempre Lq̄ ⊆ (Lp̄)∗.
Desde el otro lado, supongamos J ∈ (Lp̄)∗, 1 ≤ p̄ < ∞ y verificando además la condición

supk pk <∞. Se considera la función de conjunto

ν(E) := J(χE) (E ∈ B),

definida sobre la σ-álgebra B de los conjuntos de Borel de Tω. Sea {En} ⊂ B una familia
numerable de conjuntos disjuntos dos a dos. La función ν es finitamente aditiva porque J es
lineal. Además J es continuo. Entonces se tiene∣∣∣∣∣ν(

∞⋃
n=1

En

)
− ν
( N⋃
n=1

En

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ν(
∞⋃

n=N+1

En

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣J(χ⋃∞

N+1 En

)∣∣∣ ≤ ‖J‖ · ∥∥∥χ⋃∞
N+1 En

∥∥∥
p̄
−→
N→∞

0
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aplicando la condición (?) enunciada en la prueba de la Proposición 3.22 y que se cumple por
la hipótesis. De aqúı se deduce

ν
( ∞⋃
n=1

En

)
= ĺım

N→∞
ν
( N⋃
n=1

En

)
= ĺım

N→∞

N∑
n=1

ν(En) =
∞∑
n=1

ν(En),

por tanto la función ν es contablemente aditiva y define una medida compleja de Borel en Tω.
Esta medida ν es absolutamente continua respecto de la medida m de Haar en Tω, porque si
m(E) = 0, se tiene ‖χE‖p̄ = 0 por ser p̄ <∞, y de la continuidad de J resulta que ν(E) = 0,
ya que

|ν(E)| ≤ ‖J‖ · ‖χE‖p̄.

Del teorema de Radon-Nikodym [64, (19.24)] se deduce entonces que existe una función m-
medible h (única a.e.) tal que

ν(E) =

∫
E
h dx =

∫
Tω
hχE dx (∀E ∈ B),

y por consiguiente, aplicando la linealidad de J , tal que

J(f) =

∫
Tω
hf dx (3.21)

para toda función simple f =
∑k

j=1 cjχBj (k ∈ N, cj ∈ C y Bj ∈ B para j = 1, . . . , k, con los
conjuntos Bj disjuntos dos a dos).

Sea ahora f ∈ Lp̄(Tω) una función real no negativa, y sea {fn}∞n=1 una sucesión monótona no
decreciente de funciones simples tal que fn ↑ f a.e. cuando n → ∞. Aplicando la Proposición
3.22 se sigue que ‖fn − f‖p̄ → 0, de donde resulta

ĺım
n→∞

J(fn) = J(f).

Pero se puede usar el teorema de convergencia monótona (aplicándolo con las partes positiva y
negativa de las partes real e imaginaria de h, v. [89, p. 251]; v. también [86, p. 66]) para obtener
entonces que

ĺım
n→∞

J(fn) = ĺım
n→∞

∫
Tω
hfn dx =

∫
Tω
hf dx,

de manera que la representación (3.21) es válida para toda f ∈ Lp̄(Tω) real no negativa y, por
tanto, también para toda f ∈ Lp̄(Tω).

Finalmente, aplicando el Teorema 3.14,

‖h‖q̄ = sup
f∈Lp̄
‖f‖p̄=1

∣∣∣∣∫
Tω
hf dx

∣∣∣∣ = sup
f∈Lp̄
‖f‖p̄=1

|J(f)| = ‖J‖ <∞,

luego h ∈ Lq̄(Tω).

De las proposiciones 3.24 y 3.26 se deduce (v. [10, §3, Lemma 1]) el siguiente resultado que
usaremos más adelante.

3.27 Corolario. Si supk pk <∞ y 1
p̄ + 1

q̄ = 1, entonces

‖f‖p̄ = sup
h∈Sq̄
‖h‖q̄=1

∣∣∣∣∫
Tω
hf dx

∣∣∣∣ .
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Si supk pk <∞, entonces Lp̄(Tω) es un espacio de Banach homogéneo

Terminamos esta sección añadiendo, como queŕıa JLR (v. Figura 3.1), una nota sobre los
espacios Lp̄(Tω) como espacios de Banach homogéneos sobre Tω en el sentido de Y. Katznelson
[73, I.2.10].14 Aśı como todo lo anterior se cumple igual en espacios Lp̄(X,µ) donde (X,µ) =∏∞
i=1(Xi, µi) con µ(Xi) = 1 para todo i, esta última propiedad no, porque se hace esencial ahora

la invariancia por traslaciones de la medida de Haar en Tω.

3.28 Definición. (Según [73, I.2.10].) Un espacio de Banach homogéneo sobre Tω es un subes-
pacio vectorial B de L1(Tω) que posee una norma ‖ · ‖B ≥ ‖ · ‖L1(Tω) bajo la cual es un espacio
de Banach, y que tiene las propiedades siguientes:

(H-1) Si f ∈ B, y ∈ Tω, entonces fy ∈ B, siendo fy(x) := f(x + y) para todo x ∈ Tω. Además
se verifica ‖fy‖B = ‖f‖B.

(H-2) Si f ∈ B, entonces se verifica

ĺım
y→0
‖fy − f‖B = 0, (3.22)

es decir, ∀ ε > 0 existe un entorno V de 0 en Tω tal que ‖fy − f‖B < ε para todo y ∈ V .

Figura 3.1: Carta de JLR, diciembre de 1977. Fragmento.

3.29 Proposición. Sea 1 ≤ p̄ < ∞. Si supk pk < ∞, Lp̄(Tω) es un espacio de Banach ho-
mogéneo15 sobre Tω.

Demostración. (V. [73, I.2.1], [3, Prop. 6.2.1].) En primer lugar ‖ · ‖p̄ ≥ ‖ · ‖L1 (Proposición
3.13(vi)) y Lp̄ es completo (Proposición 3.18). La condición (H-1), y que ‖fy‖p̄ = ‖f‖p̄ si f ∈
Lp̄(Tω) e y ∈ Tω, es una consecuencia inmediata de la invariancia por traslaciones de la medida
de Haar en Tω.

Para establecer (H-2) se considera en primer lugar que (3.22) es válida para la norma ‖ · ‖p̄
si f es una función continua, por la continuidad uniforme (Proposición 1.23). Ahora, según la
Proposición 3.24, el subespacio Sp̄ es denso en Lp̄(Tω). Y por otra parte, la clase D(Tω) de las
funciones ciĺındricas infinitamente derivables (Definición 1.29) es densa en Sp̄ (condición C.13)
de [3, p. 151]).

Fijemos f ∈ Lp̄(Tω). Dado ε > 0 existe h ∈ D(Tω) tal que ‖f−h‖p̄ < ε/3 y, por la continuidad
uniforme de la función h, existe un entorno V de 0 tal que ‖hy − h‖p̄ < ε/3 para todo y ∈ V .
Finalmente, entonces,

‖fy − f‖p̄ ≤ ‖fy − hy‖p̄ + ‖hy − h‖p̄ + ‖h− f‖p̄ < ε

para todo y ∈ V .

14Para los espacios LP (Tn) de norma mixta la propiedad correspondiente está probada en [10, §10, Thm. 1].
15La condición (H-2) en este caso es la condición C.14) de [3, 6.2.1].
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3.2. Interpolación. Espacios Lp̄-débiles en Tω

En el art́ıculo de curiosa presentación [26], Alberto P. Calderón escribe en el parágrafo x+ 20
las demostraciones de todas las cosas que va dejando enunciadas en el parágrafo x, y eso para
cada 1 ≤ x ≤ 14. De alĺı recogemos las definiciones y resultados que siguen ahora. Comenzamos
esta sección exponiendo el primer método complejo de interpolación entre espacios de Banach de
Calderón, introducido originalmente en [25] y después, de forma independiente, por J. L. Lions
en [80].16 La aplicación de este método a los ret́ıculos de Banach hace aparecer de una manera
natural17 la que en [77] se denomina familia de Calderón de ret́ıculos intermedios.

3.2.1. Interpolación

3.30 Definiciones. ([26, §1–3 y 21–23].) Un par de interpolación18 (B0, B1) es un par de
espacios de Banach complejos (Bi normado con ‖ · ‖i, i = 0, 1), inmersos con continuidad en un
espacio vectorial topológico complejo V (es decir, Bi ⊂ V y ‖xn− x‖i → 0 implica xn → x en la
topoloǵıa Hausdorff de V para i = 0, 1).

El subespacio intersección B0 ∩B1 admite la norma

‖x‖B0∩B1 := máx
(
‖x‖0, ‖x‖1

)
que lo hace espacio de Banach también inmerso con continuidad en V.

El subespacio suma (algebraica) B0 +B1 = {x ∈ V : x = x0 + x1, x0 ∈ B0, x1 ∈ B1} admite
la norma

‖x‖B0+B1 := ı́nf
{
‖x‖0 + ‖x‖1 : x = x0 + x1, x0 ∈ B0, x1 ∈ B1

}
y con ella es también un espacio de Banach inmerso con continuidad en V.

Si B es otro espacio de Banach inmerso con continuidad en V tal que B0∩B1 ⊂ B ⊂ B0 +B1

y estas inclusiones son continuas, se dice que B es un espacio intermedio entre B0 y B1, o
respecto del par (B0, B1).

Sean (B0, B1) y (C0, C1) dos pares de interpolación. Dos espacios B y C respectivamente
intermedios respecto del primero y el segundo par se dicen espacios de interpolación respecto
de ambos pares si para todo operador lineal T : B0 + B1 → C0 + C1 tal que T (Bi) ⊆ Ci y
T |Bi es continuo (i = 0, 1), la restricción T |B es también un operador continuo de B en C ([14,
Definition 2.4.1]).

El método complejo de construcción de espacios de Banach intermedios de interpo-
lación de Calderón y Lions (primer método complejo de Calderón)

Dado un par de interpolación (B0, B1), se denota por F(B0, B1) el espacio vectorial de las
funciones f(ζ), ζ = s + it, definidas en la banda 0 ≤ s ≤ 1 del ζ-plano complejo, con valores
en B0 + B1, y que son (a) anaĺıticas19 en 0 < s < 1, (b) continuas y acotadas respecto de la
norma de B0 + B1 en 0 ≤ s ≤ 1 y (c) tales que f(it) ∈ B0, y esta restricción f |s=0 es continua
respecto de la norma de B0 y tiende a cero cuando |t| → ∞, y análogamente f(1 + it) ∈ B1, y

16Los contenidos de [25] hab́ıan sido enviados por el autor a la Conferencia sobre Análisis Funcional de Varsovia
de agosto de 1960. La comunicación [80] a la Academia de Ciencias de Paŕıs corresponde a la sesión de 31 de
octubre de 1960. Calderón propone un segundo método complejo de interpolación en [26, §5–6] que no vamos a
discutir aqúı. V. [14, 4.9].

17[26, p. 123]. V. también [77, IV.11].
18J. Bergh y J. Löfström [14, 2.3] lo denominan par compatible.
19Es decir, la función compleja de variable compleja h(z) = Γ(f(z)) es anaĺıtica para todo Γ ∈ (B0 + B1)∗ (v.

[67, p. 92]).
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esta restricción f |s=1 es continua respecto de la norma de B1 y tiende a cero cuando |t| → ∞.
En este espacio se introduce la norma

‖f‖F := máx
{

sup
t
‖f(it)‖0, sup

t
‖f(1 + it)‖1

}
.

Con ella, F(B0, B1) es un espacio de Banach.
Ahora, dado un número real s ∈ [0, 1] se considera el subespacio vectorial de B0+B1 denotado

Bs o bien [B0, B1]s, definido como

Bs :=
{
x ∈ B0 +B1 : x = f(s), f ∈ F(B0, B1)

}
,

y se define
‖x‖s = ‖x‖Bs := ı́nf

f(s)=x
f∈F(B0,B1)

‖f‖F .

Esto da una norma en Bs y con ella Bs es un espacio de Banach inmerso con continuidad en
B0 + B1. Por otro lado, B0 ∩ B1 está también inmerso con continuidad en Bs (con constante
de inmersión (v. [77, p. 1]) igual a 1: ‖x‖s ≤ ‖x‖B0∩B1), de modo que [B0, B1]s es un espacio
intermedio entre B0 y B1. Entre otras propiedades del espacio [B0, B1]s relativas a inclusión y
densidad (v. [14, 4.2]), se verifica:

3.31 Teorema. ([14, Thm. 4.2.2].) El espacio B0∩B1 es denso en [B0, B1]s para todo 0 ≤ s ≤ 1.

Si B0 ∩ B1 es denso en cada uno de los Bi, entonces [B0, B1]i = Bi, i = 0, 1 [77, p. 224]. Se
debe también a Calderón el siguiente teorema de interpolación:

3.32 Teorema. ([26, §4, §24]. V. también [77, p. 221, Thm. 1.2].) Sean (B0, B1) y (C0, C1) dos
pares de interpolación. Entonces [B0, B1]s y [C0, C1]s, 0 ≤ s ≤ 1, son espacios intermedios de
interpolación respecto de esos pares. Concretamente, si T : B0 +B1 → C0 + C1 es un operador
lineal tal que T (Bi) ⊆ Ci (i = 0, 1), y se tiene

‖T (x)‖Ci ≤Mi‖x‖Bi , (i = 0, 1),

entonces T
(
[B0, B1]s

)
⊆ [C0, C1]s y se tiene

‖T (x)‖Cs ≤M1−s
0 M s

1‖x‖Bs .

3.33 Ejemplo. (a) Si (Ω, µ) es un espacio de medida positiva, 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞ y 0 < s < 1,
se tiene [Lp0(µ), Lp1(µ)]s = Lp(µ) isométricamente, siendo 1

p = 1−s
p0

+ s
p1

[14, Thm. 5.1.1]. De
aqúı, como corolario del Teorema 3.32 resulta el teorema de interpolación de Riesz-Thorin [14,
Thm. 1.1.1]. V. [77, p. 22]. (b) Extensión a espacios de Lebesgue-Bochner: Si B0 y B1 son
espacios de Banach, (Ω, µ) un espacio de medida positiva, 1 ≤ p0, p1 <∞ y 0 < s < 1, entonces
[Lp0(Ω, B0), Lp1(Ω, B1)]s = Lp(Ω, [B0, B1]s) isométricamente, siendo 1

p = 1−s
p0

+ s
p1

[14, Thm.
5.1.2].

Seguimos ahora con [26, 13.1, 13.2, 13.5 y 33.2, 33.5] (v. también [77, IV.11], [86, Ch. 15, b)]).
Si X0 y X1 son dos ret́ıculos de Banach, es decir, espacios ideales normados completos, sobre un
cierto espacio (Ω, µ) de medida σ-finita, ambos están inmersos en el espacio V de las funciones
µ-medibles en Ω, que es un espacio métrico completo con la métrica (acotada)

d(x, y) =

∫
Ω

|x(t)− y(t)|
1 + |x(t)− y(t)|

dµ(t), (x, y ∈ V).

Las inmersiones son continuas, porque ‖xn − x‖i → 0 implica d(xn, x) → 0. Se prueba que
los subespacios X0 ∩ X1 y X0 + X1 también son ret́ıculos de Banach sobre Ω inmersos con
continuidad en V. En este contexto se tiene el siguiente resultado, que Calderón obvia, del que
nos parece de interés transcribir también la demostración:
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3.34 Proposición. ([77, p. 240].) El espacio intermedio de interpolación [X0, X1]s es también
un ret́ıculo de Banach sobre Ω.

Demostración. Solo vamos a probar la propiedad de ser espacio ideal. Sea x ∈ [X0, X1]s y
supongamos que la función medible y satisface |y(t)| ≤ |x(t)| para t ∈ Ω. Tomamos la función

α(t) =

{
y(t)
x(t) si x(t) 6= 0,

0 si x(t) = 0,

y consideramos el operador lineal T (v) = α · v definido en V. Como |α(t)| ≤ 1 y X0 + X1,
X0 y X1 son espacios ideales, T (X0 + X1) ⊂ X0 + X1, T (X0) ⊂ X0 y T (X1) ⊂ X1 y además
T es continuo en estos espacios con norma ‖T‖ ≤ 1. Aplicando el Teorema 3.32, el operador
T : [X0, X1]s → [X0, X1]s y es también un operador continuo con norma menor o igual que 1.

Entonces y = α · x = T (x) ∈ [X0, X1]s y se tiene

‖y‖[X0,X1]s = ‖T (x)‖[X0,X1]s ≤ ‖x‖[X0,X1]s .

La familia de Calderón de ret́ıculos de Banach intermedios

Sea 0 < s < 1 y consideremos la clase

Xs = X1−s
0 Xs

1 :={
x ∈ V : |x(t)| ≤ λ|x0(t)|1−s · |x1(t)|s, para λ > 0, xi ∈ Xi, y ‖xi‖i ≤ 1 (i = 1, 2)

}
(3.23)

(la abreviaremos como Xs solo si el contexto hace que no se pueda confundir con [X0, X1]s). La
función

‖x‖Xs := ı́nf λ,

donde el ı́nfimo se toma sobre los λ que verifican para algunos xi ∈ Xi la condición especificada
en (3.23), es una norma en Xs.

3.35 Proposición. ([77, p. 244].) El espacio Xs = X1−s
0 Xs

1 es intermedio entre X0 y X1.

Demostración. Si x ∈ X0 ∩X1, se tiene

|x(t)| = |x(t)|1−s · |x(t)|s = ‖x‖1−s0 · ‖x‖s1 ·
(
|x(t)|
‖x‖0

)1−s
·
(
|x(t)|
‖x‖1

)s
,

luego x ∈ X0 ∩X1, y

‖x‖Xs ≤ ‖x‖1−s0 · ‖x‖s1 ≤ máx
{
‖x‖0, ‖x‖1

}
= ‖x‖X0∩X1

como es sencillo comprobar.
Si x ∈ X1−s

0 Xs
1 , existen λ > 0 y xi ∈ Xi con ‖xi‖i ≤ 1 (i = 1, 2), tales que

|x(t)| ≤ λ|x0(t)|1−s · |x1(t)|s ≤ λ
(
(1− s)|x0(t)|+ s|x1(t)|

)
(se usa la desigualdad de las medias aritmética y geométrica). Como λ(1 − s)|x0| ∈ X0 y
λs|x1| ∈ X1, de la propiedad de ideal del espacio X0 + X1 se sigue que x ∈ X0 + X1 y que
además se tiene

‖x‖X0+X1 ≤
∥∥λ(1− s)|x0|+ λs|x1|

∥∥
X0+X1

≤ λ(1− s)‖x0‖X0+X1 + λs‖x1‖X0+X1

= λ(1− s)‖x0‖X0 + λs‖x1‖X1

≤ λ(1− s) + λs = λ,

por lo tanto ‖x‖X0+X1 ≤ ‖x‖Xs .

3.36 Definiciones. Denominaremos20 a X1−s
0 Xs

1 (0 < s < 1) ret́ıculo de Banach intermedio de

20La nomenclatura “espacio de exponente s” es la de [14, p. 27].
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exponente s. La familia de estos espacios intermedios de exponente s es la familia de Calderón
que conecta los espacios X0 y X1.

El siguiente teorema es un caso particular de un resultado más general [26, 13.6 i)–33.6] de
Calderón, y lo consignamos aqúı sin demostración.

3.37 Teorema. ([77, IV.11, Thm. 1.14].) El espacio [X0, X1]s está inmerso con continuidad en
X1−s

0 Xs
1 (0 < s < 1) y con constante de inmersión menor o igual que 1. Si el espacio X1−s

0 Xs
1

cumple la condición (CA)21 (y para ello basta que la cumpla al menos uno de los espacios X0 o
X1), entonces los espacios [X0, X1]s y X1−s

0 Xs
1 coinciden isométricamente.

3.38 Ejemplo. Si (Ω, µ) es un espacio de medida σ-finita, 1 ≤ p0 6= p1 ≤ ∞ y 0 < s < 1, se

tiene [Lp0(µ), Lp1(µ)]s = Lp(µ) =
(
Lp0(µ)

)1−s(
Lp1(µ)

)s
isométricamente, siendo 1

p = 1−s
p0

+ s
p1

[77, p. 246].

Aplicación a los espacios de norma mixta

Nuestro objetivo en esta subsección es, siguiendo la propuesta de JLR (v. Figura 4), llegar a
demostrar en el contexto de los espacios Lp̄(Tω) de norma mixta un teorema de interpolación
de tipo Riesz-Thorin.

Sean [86, p. 185] (Ωi, µi) (i = 1, 2) dos espacios de medida σ-finita, (Ω, µ) = (Ω1×Ω2, µ1⊗µ2),
y sea Xi un ret́ıculo de Banach sobre Ωi para cada i = 1, 2. Si X1 satisface la condición (C)
de Kantorovich (de convergencia monótona, recordar el Corolario 3.16), entonces la norma en
X1 es µ2-medible [84], lo que quiere decir que para toda función F (t1, t2) µ-medible, la función
t2 7→ ‖F (·, t2)‖X1 definida en Ω2 es µ2-medible. Y entonces se puede definir el espacio de norma
mixta que se denota por X2[X1] como la clase de las funciones medibles F respecto de (Ω, µ)
para las cuales

‖F‖X2[X1] :=
∥∥ ‖F (·, t2)‖X1

∥∥
X2

<∞.

Se tiene que ‖·‖X2[X1] es una norma (la norma mixta, o norma doble) en este espacio de funciones.
Y en el contexto en que nos encontramos, se prueba el siguiente resultado:

3.39 Teorema. ([22, Thm. 3]. Lo mismo en [86, Thm. 15.12].)

a) Se cumple la inmersión (Y0[X0])1−θ(Y1[X1])θ ⊂ Y 1−θ
0 Y θ

1 [X1−θ
0 Xθ

1 ], con constante de in-
mersión menor o igual que 1.

b) Si, o bien X0 y X1 cumplen las condiciones (B) y (C) de Kantorovich22, o bien X0 cumple
la condición (A), entonces los espacios anteriores son isométricamente iguales.

Como consecuencia, en el caso de los espacios LP (Tn) de norma mixta de Benedek y Panzone
podemos probar el resultado siguiente:

3.40 Proposición. Sea n ∈ N y, para i = 0, 1, P (i) = (p1(i), . . . , pn(i)), con 1 ≤ pj(0) < ∞,
1 ≤ pj(1) ≤ ∞ para todo j = 1, . . . , n. Sea 0 < θ < 1. Se tiene, isométricamente,(

LP (0)(Tn)
)1−θ(

LP (1)(Tn)
)θ

=
[
LP (0)(Tn), LP (1)(Tn)

]
θ

= LP (θ)(Tn),

siendo P (θ) = (p1(θ), . . . , pn(θ)) y 1
pj(θ)

= 1−θ
pj(0) + θ

pj(1) para cada j = 1, . . . , n.

21Ver la subsección 3.1.3.
22Ver la subsección 3.1.3.
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Demostración. En primer lugar veamos que, pudiendo ser 1 ≤ pj(i) ≤ ∞ para j = 1, . . . , n,
i = 0, 1, se tiene [

LP (0)(Tn), LP (1)(Tn)
]
θ

= LP (θ)(Tn).

Por inducción. Para n = 1 es el Ejemplo 3.33(a). Supongamos cierto que, para n > 1,[
Lp1(0),...,pn−1(0)(Tn−1), Lp1(1),...,pn−1(1)(Tn−1)

]
θ

= Lp1(θ),...,pn−1(θ)(Tn−1)

siendo 1
pj(θ)

= 1−θ
pj(0) + θ

pj(1) para j = 1,. . . , n − 1. Considerando que, para i = 0, 1 y n > 1 se

tiene
Lp1(i),...,pn(i)(Tn) = Lpn(i)

(
T, Lp1(i),...,pn−1(i)(Tn−1)

)
(en el sentido de espacios de Lebesgue-Bochner), se puede usar el Ejemplo 3.33(b) y la hipótesis
de inducción para obtener, siendo 1

pn(θ) = 1−θ
pn(0) + θ

pn(1) ,[
Lp1(0),...,pn(0)(Tn), Lp1(1),...,pn(1)(Tn)

]
θ

=
[
Lpn(0)

(
T, Lp1(0),...,pn−1(0)(Tn−1), Lpn(1)

(
T, Lp1(1),...,pn−1(1)(Tn−1)

]
θ

= Lpn(θ)
(
T,
[
Lp1(0),...,pn−1(0)(Tn−1), Lp1(1),...,pn−1(1)(Tn−1)

]
θ

)
= Lpn(θ)

(
T, Lp1(θ),...,pn−1(θ)(Tn−1)

)
= Lp1(θ),...,pn(θ)(Tn).

En segundo lugar veamos que bajo la condición 1 ≤ pj(0) < ∞ para todo j = 1, . . . , n se
cumple (

LP (0)(Tn)
)1−θ(

LP (1)(Tn)
)θ

= LP (θ)(Tn).

Procedemos de nuevo por inducción. Para n = 1, de acuerdo con el Ejemplo 3.38,(
Lp1(0)(T)

)1−θ(
Lp1(1)(T)

)θ
= Lp1(θ)(T),

siendo 1
p1(θ) = 1−s

p1(0) + s
p1(1) . Supongamos cierto que, para n > 1,(

Lp1(0),...,pn−1(0)(Tn−1)
)1−θ(

Lp1(1),...,pn−1(1)(Tn−1)
)θ

= Lp1(θ),...,pn−1(θ)(Tn−1)

siendo 1
pj(θ)

= 1−θ
pj(0) + θ

pj(1) para j = 1,. . . , n − 1. Considerando ([10, §9],[67, pp. 71–83]) que,

para i = 0, 1 y n > 1 se tiene por definición

Lq1,...,qn(Tn) = Lqn(T)[Lq1,...,qn−1(Tn−1)]

(como espacio de norma mixta), podemos usar esto y el Teorema 3.39 para obtener(
Lp1(0),...,pn(0)(Tn)

)1−θ(
Lp1(1),...,pn(1)(Tn)

)θ
=
(
Lpn(0)(T)[Lp1(0),...,pn−1(0)(Tn−1)]

)1−θ(
Lpn(1)(T)[Lp1(1),...,pn−1(1)(Tn−1)]

)θ
=
(
Lpn(0)(T)

)1−θ(
Lpn(1)(T)

)θ[(
Lp1(0),...,pn−1(0)(Tn−1)

)1−θ(
Lp1(1),...,pn−1(1)(Tn−1)

)θ]
= Lpn(θ)(T)[Lp1(θ),...,pn−1(θ)(Tn−1)] = Lp1(θ),...,pn(θ)(Tn),

si además aplicamos la hipótesis de inducción y que, de nuevo según el Ejemplo 3.38, se tiene(
Lpn(0)(T)

)1−θ(
Lpn(1)(T)

)θ
= Lpn(θ)(T), siendo 1

pn(θ) = 1−θ
pn(0) + θ

pn(1) .

Usando el Teorema 3.32 resulta, como corolario de esta proposición, el teorema de interpo-
lación de tipo Riesz-Thorin (v. por ejemplo [12, Ch. 4, Thm 2.2]) para los espacios de norma
mixta LP (Tn). Benedek y Panzone dan una demostración propia [10, §7, Thm. 2].

Por nuestra parte, vamos a presentar y probar ahora una versión para Tω de la Proposi-
ción 3.40:
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3.41 Proposición. (JLR, Figura 4). Sean 1 ≤ p̄(0), p̄(1) ≤∞ y θ ∈ (0, 1) fijo. Si supk pk(0) <
∞, entonces se tiene isométricamente[

Lp̄(0)(Tω), Lp̄(1)(Tω)
]
θ

= Lp̄(θ)(Tω),

siendo p̄(θ) = (p1(θ), p2(θ), . . .) y 1
pj(θ)

= 1−θ
pj(0) + θ

pj(1) para cada j = 1, 2, . . . (entendiendo que

pj(θ) =
pj(0)
1−θ si pj(1) =∞).

Demostración. (V. [14, 5.1]; [73, IV, 1.3]; [10, §7].)
Denotaremos abreviadamente Lp̄(θ) = Lp̄(θ)(Tω), ‖f‖θ = ‖f‖[Lp̄(0),Lp̄(1)]θ

, ‖f‖p̄(θ) = ‖f‖Lp̄(θ) .
De acuerdo con el Teorema 3.31 basta probar que se tiene ‖f‖θ = ‖f‖p̄(θ) para f ∈ Lp̄(0)∩Lp̄(1).

Y de acuerdo con la Proposición 3.24 bastará de hecho probar eso para f ∈ B := Sp̄(0) ∩ Sp̄(1).
Sea entonces f ∈ B y supongamos sin perder generalidad que es ‖f‖p̄(θ) = 1. De manera que

se tiene f =
∏n
j=1 fj para cierto entero positivo n, con fj ∈ Lpj(0) ∩Lpj(1) ∩L∞ y ‖fj‖pj(θ) = 1.

Sea ε > 0 arbitrario. Consideramos la función definida en la banda B := {z : 0 ≤ <z ≤ 1} del
plano complejo y con valores en Lp̄(0) ∩ Lp̄(1) ∩ L∞ dada por

Gε(z) = eε(z
2−θ2) · f

|f |
·
n∏
j=1

∣∣fj∣∣ pj(θ)

pj(z) ,

donde 1
pj(z)

= 1−z
pj(0) + z

pj(1) . Se tiene Gε ∈ F(Lp̄(0), Lp̄(1)). De hecho veamos que se cumple la

condición (c) establecida al final de la página 77, siendo concretamente

‖Gε(iy)‖p̄(0) = e−ε(y
2+θ2), ‖Gε(1 + iy)‖p̄(1) = eε−ε(y

2+θ2) para todo número real y. (3.24)

Probaremos que se cumple (3.24) por inducción sobre el número n de factores, que es ar-
bitrario, de la descomposición de la función f . Supongamos n = 1. Es fácil chequear que
< p1(θ)
p1(iy) = p1(θ)

p1(0) y entonces, que

|Gε(iy)| = e−ε(y
2+θ2)

∣∣f1

∣∣ p1(θ)
p1(0) ,

de donde resulta

‖Gε(iy)‖p̄(0) = ‖Gε(iy)‖p1(0) = e−ε(y
2+θ2)‖f1‖

p1(θ)
p1(0)

p1(θ) = e−ε(y
2+θ2).

Análogamente se obtiene ‖Gε(1+iy)‖p̄(1) = eε−ε(y
2+θ2) teniendo en cuenta que < p1(θ)

p1(1+iy) = p1(θ)
p1(1) .

Supongamos que (3.24) se cumple cuando f =
∏n
j=1 fj para cierto n ≥ 1, con ‖fj‖pj(θ) = 1,

y sea f =
∏n+1
j=1 fj . Denotemos Hε(z) = eε(z

2−θ2) · f
|f | ·

∏n
j=1

∣∣fj∣∣ pj(θ)

pj(z) , de modo que se tiene

|Gε(z)| = |Hε(z)|·|fn+1|
pn+1(θ)

pn+1(z) . Utilizando primero que < pn+1(θ)
pn+1(iy) = pn+1(θ)

pn+1(0) , aplicando la hipótesis

de inducción y que se supone ‖fn+1‖pn+1(θ) = 1, resulta

‖Gε(iy)‖p̄(0) = ‖Gε(iy)‖p̄n+1(0) =
∥∥ ‖Hε(iy)‖p̄n(0) · |fn+1|

pn+1(θ)

pn+1(0)
∥∥
pn+1

= ‖Hε(iy)‖p̄n(0) · ‖fn+1‖
pn+1(θ)

pn+1(0)

pn+1(θ) = e−ε(y
2+θ2).

Análogamente se obtiene ‖Gε(1 + iy)‖p̄(1) = eεe−ε(y
2+θ2) utilizando que < pn+1(θ)

pn+1(1+iy) = pn+1(θ)
pn+1(1) ,

con lo que la prueba de (3.24) queda concluida.
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Entonces ‖Gε‖F = supy
{
e−ε(y

2+θ2), eεe−ε(y
2+θ2)

}
= eε. Además se cumple Gε(θ) = f , de

donde por la definición de ‖ · ‖θ resulta

‖f‖θ = ı́nf
G(θ)=f

G∈F(Lp̄(0),Lp̄(1))

‖G‖F ≤ eε,

y la arbitrariedad de ε > 0 finalmente da ‖f‖θ ≤ 1, es decir, ‖f‖θ ≤ ‖f‖p̄(θ).
A continuación vamos a probar la desigualdad contraria, ‖f‖p̄(θ) ≤ ‖f‖θ. Supongamos ahora

que f ∈ B y que ‖f‖θ = 1. Sea ε > 0 arbitrario. Por definición de ‖·‖θ, existe Gε ∈ F(Lp̄(0), Lp̄(1))
tal que Gε(θ) = f y ‖Gε‖F ≤ eε, y por tanto ‖Gε(iy)‖Lp̄(0) ≤ eε y ‖Gε(1 + iy)‖Lp̄(0) ≤ eε para
todo número real y.

Por hipótesis es supk pk(0) = r <∞, entonces para cada 0 < θ < 1 es supk pk(θ) ≤ r
1−θ <∞,

y por consiguiente (Corolario 3.27, Teorema 3.31) se cumple, siendo 1
p̄(θ) + 1

q̄(θ) = 1, 1
p̄(i) + 1

q̄(i) = 1

(i = 0, 1):

‖f‖p̄(θ) = sup
h∈Sq̄(θ)
‖h‖q̄(θ)=1

∣∣∣∣∫
Tω
hf dx

∣∣∣∣ = sup
h∈Sq̄(0)∩Sq̄(1)

‖h‖q̄(θ)=1

∣∣∣∣∫
Tω
hf dx

∣∣∣∣ . (3.25)

Sea entonces h ∈ B′ := S q̄(0) ∩ S q̄(1) y supongamos sin perder generalidad que es ‖h‖q̄(θ) = 1.

De manera que se tiene h =
∏m
j=1 hj para cierto entero positivo m, con hj ∈ Lqj(0) ∩Lqj(1) ∩L∞

y ‖hj‖pj(θ) = 1. Para cada ε > 0 arbitrario consideramos la función definida en la banda B del

plano complejo y con valores en Lq̄(0) ∩ Lq̄(1) ∩ L∞ dada por

Hε(z) = eε(z
2−θ2) · h

|h|
·
m∏
j=1

∣∣hj∣∣ qj(θ)

qj(z) ,

siendo 1
qj(z)

= 1−z
qj(0) + z

qj(1) . Como hemos visto antes con Gε, la función Hε ∈ F(Lq̄(0), Lq̄(1)) y se

verifica ‖Hε(iy)‖q̄(0) = e−ε(y
2+θ2), ‖Hε(1 + iy)‖q̄(1) = e1−ε(y2+θ2), de modo que ‖Hε‖F = eε. Por

otra parte se verifica Hε(θ) = h.
Consideramos ahora la función (numérica compleja)

Fε(z) = 〈Gε(z), Hε(z)〉 =

∫
Tω
Gε(z)Hε(z) dx

bien definida en la banda B ya que para cada z ∈ B las funciones Gε(z) y Hε(z) pertenecen el
espacio L1 ∩L∞. Se puede probar además (v. [73, p. 120]) que Fε es holomorfa en el interior de
B y continua y acotada en B. Aplicando la desigualdad de Hölder de la Proposición 3.13(ii) se
tiene, para todo número real y,

|Fε(iy)| ≤
∫
Tω
|Gε(iy)| · |Hε(iy)| dx ≤ ‖Gε(iy)‖p̄(0) · ‖Hε(iy)‖q̄(0) = eε · e−ε(y2+θ2) ≤ eε,

|Fε(1 + iy)| ≤ ‖Gε(1 + iy)‖p̄(1) · ‖Hε(1 + iy)‖q̄(1) = e1−ε(y2+θ2)e1−ε(y2+θ2) ≤ e2ε.

De aqúı, aplicando el teorema de Hadamard de las tres ĺıneas (v. por ejemplo [14, Thm. 1.1.2],
[12, Ch. 4, Lemma 2.1]) se sigue que

|F (θ)| ≤ eε(1−θ)e2εθ < e2ε.

Por tanto
∣∣∫

Tω hf dx
∣∣ = |F (θ)| ≤ e2ε y aplicando (3.25) y la arbitrariedad de ε resulta finalmente

‖f‖p̄(θ) ≤ 1.

Usando el Teorema 3.32 resulta como corolario de esta Proposición 3.41 el teorema de inter-
polación de tipo Riesz-Thorin para los espacios de norma mixta Lp̄(Tω) que buscábamos.
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3.42 Teorema. (Riesz-Thorin) Sean 1 ≤ p̄(0), q̄(0) ≤ ∞ verificando supk pk(0) < ∞ y
supk qk(0) <∞, 1 ≤ p̄(1), q̄(1) ≤∞, θ ∈ (0, 1), 1

pj(θ)
= 1−θ

pj(0) + θ
pj(1) y 1

qj(θ)
= 1−θ

qj(0) + θ
qj(1) .

Supongamos que el operador lineal T , que lleva funciones medibles en Tω en funciones medibles
en Tω, es de tipo fuerte (p̄(i), q̄(i)) con norma Mi (i = 0, 1). Entonces, T es también de tipo
fuerte (p̄(θ), q̄(θ)) con norma Mθ ≤M1−θ

0 M θ
1 .

3.43 Nota. Benedek y Panzone cierran su trabajo [10, §12, Thm. 1] con la generalización del
teorema de Hausdorff-Young que define la transformada de Fourier como un operador lineal
continuo y de norma 1 entre los espacios de norma mixta LP (Rn) (1 ≤ P ≤ 2) y LQ(Rn)
( 1
P + 1

Q = 1), en cuya demostración el teorema de Riesz-Thorin es la pieza fundamental. Además
prueban mediante contraejemplos que es necesaria una condición de monotońıa en los exponentes
de partida: si P = (p1, . . . , pn), debe cumplirse 1 ≤ pn ≤ pn−1 ≤ · · · ≤ p1 ≤ 2.

Por otra parte, el teorema de Hausdorff-Young (v. por ejemplo [73, IV, Thm. 2.1] para el caso
1-dimensional) que define la transformada de Fourier como un operador lineal continuo entre
Lp(Tω) (1 ≤ p ≤ 2) y `q(Z∞) (1

q + 1
q = 1), es decir, la desigualdad

‖f̂‖`q(Z∞) ≤ ‖f‖Lp(Tω)

que por ejemplo Bendikov usa en [3, Thm. 5.2.2, Rem. 6.3.3], se cumple en general en los grupos
abelianos localmente compactos ([38, Rem. 10.4.7, p. 729]) y es consecuencia, por interpolación
entre (1,∞) y (2, 2), del teorema de convexidad de Riesz [38, 4.24].

Nos hemos preguntado por la posibilidad de extender de forma válida el teorema de Hausdorff-
Young a los espacios Lp̄(Tω) (1 ≤ p̄ ≤ 2) de norma mixta. No tenemos referencias de que esto
haya sido hecho ya. El método de Benedek y Panzone permite definir los espacios de norma mixta
`(p1,...,pn)(Zn) (considerando la medida σ-finita de contar en Z) para n finito, pero aparece una
dificultad ya de entrada para definir los espacios de norma mixta `p̄(Z∞) (y después hará falta que
sean Banach, etc.). Recordemos que en nuestra definición de los espacios Lp̄(Tω) era fundamental
un resultado de convergencia de supermartingalas (Teorema 3.2) que en principio solo sirve en
un contexto de espacios de medida finita.

Dentro del estilo de ideas que abre JLR en el trabajo [101] del que vamos a hablar con más
detalle en el caṕıtulo siguiente, podŕıamos fijar una sucesión de números positivos (εn) ↓ 0
cuando n → ∞ y considerar en Z∞ el rectángulo R = {n ∈ Z∞ : |nk| < εk} y, en general, los
rectángulos

δR = {n ∈ Z∞ : |nk| < δεk}, (δ > 0).

Cuando δ ↑ ∞, la familia de rectángulos {δR} es una familia creciente de subconjuntos finitos
de Z∞ cuya unión es todo Z∞.

Sea ahora φ una función medible en Z∞. Para cada δ > 0 podemos definir

‖φ‖(`p̄(Z∞),R,δ) := ‖φ‖`(p1,...,pN )(I1×···×IN )

donde N = N(δ) queda definido por cumplirse la condición |δεk| < 1 para todo k > N , y donde
estamos suponiendo además que δR = I1 × · · · × IN × {0(N}, siendo Ij = Ij(δ) un subconjunto
finito de Z para cada j = 1, . . . , N . Por ejemplo, si p̄ <∞ tendŕıamos

‖φ‖(`p̄(Z∞),R,δ) =

( ∑
nN∈In

· · ·

(∑
n2∈I2

(∑
n1∈I1

∣∣φ(n1, n2, . . . , nN , 0
(N )
∣∣p1

)p2/p1
)p3/p2

. . .

)1/pN

,

sin problemas porque se trata de sumaciones finitas. A partir de esto podŕıamos definir

‖φ‖`p̄(Z∞) := ĺım
δ→∞

‖φ‖(`p̄(Z∞),R,δ), (3.26)

de modo que cuando este ĺımite exista (seguramente independientemente de la sucesión (εn) de
partida) se dirá que φ ∈ `p̄(Z∞). De momento no hemos desarrollado más estas ideas.
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3.2.2. Espacios Lp̄-débiles en Tω

Trataremos de desarrollar en esta subsección que va a cerrar el caṕıtulo la primera de las
dos propuestas que dejaba planteadas JLR en la página 1 adjunta a su carta. Lo hecho con Tω
valdŕıa igual para un producto numerable de espacios de probabilidad:

Problema 1: Para un solo espacio de medida (X,A, µ) [y 1 ≤ p <∞], el espacio Lp-débil:
Lpw(µ) = L(p,∞) (caso particular de espacio de Lorentz) es [el conjunto de las funciones
µ-medibles] {

f : ‖f‖wp = sup
t>0

t µ
(
{x : |f(x)| > t}

)1/p
<∞

}
[y para p =∞, L∞w := L∞].

[Recordemos que] Un operador T es (p, q)-débil si ‖Tf‖wq ≤ C‖f‖p .

Habŕıa que definir los Lp̄-débil de Tω de modo razonable para que se cumplan:

Si q̄ < p̄ (i.e. qj < pj ∀j), entonces Lp̄ ⊂ Lp̄-débil ⊂ Lq̄, con ‖ · ‖q̄ ≤ ‖ · ‖wp ≤ ‖ · ‖p̄.
La condición f ∈ Lp̄-débil equivale a una cierta condición de Kolmogorov respecto de
las normas ‖f · χE‖q̄ (p̄ fijo, p̄ > q̄) [E es un conjunto medible de medida positiva].

Marcinkiewicz : T es (p̄, p̄)-débil y (q̄, q̄)-débil =⇒ T es (r̄, r̄)-fuerte para p̄ < r̄ < q̄.

[JLR, v. Figura 4.]

Benedek y Panzone no llegaron a considerar en sus trabajos sobre las normas mixtas [10],
[11] (éste escrito en colaboración con Calderón) ni tampoco en la tesis doctoral de Benedek
[9] dirigida por Alberto González Domı́nguez la noción de tipo débil con normas mixtas y los
posibles resultados de interpolación correspondiente. Concepción Ballester se interesó por este
problema —parece presentar dificultades serias y solo hemos considerado algunos aspectos más
simples del mismo, escribe— que le hab́ıa sido propuesto por Misha Cotlar, y lo abordó en su
tesis doctoral [2], presentada bajo la dirección de Cotlar poco tiempo después de la de Benedek
también en la Universidad de Buenos Aires.

En [2, §2, 2.A], Ballester llega a proponer al menos cuatro definiciones naturales diferentes
de una “norma de Marcinkiewicz”, o débil, mixta en productos cartesianos de dos23 espacios
de medida, que ella denomina respectivamente semidébil mixta, débil mixta, débil vectorial y
magra, y aún dos más que son verdaderas normas, la débil mixta] y la magra]. De las primeras,
solamente la p̄-débil mixta se reduce a la p-débil ordinaria cuando p̄ = (p, p). Y para todos los
tipos débiles asociados con ellas, salvo para el débil vectorial, prueba o indica extensiones del
teorema de interpolación de Marcinkiewicz con tipos en el “triángulo inferior del cuadrado de
los tipos”[123, XII, (4.6)] y pertinentes condiciones adicionales.

Más concretamente, si f(x, y) es una función compleja medible definida sobre un espacio
(X × Y, µ× ν) donde µ(dx) y ν(dy) son medidas finitas, 1 ≤ p1, p2 <∞, y se denotan Eσ(f) =
{(x, y) : |f(x, y)| > σ} y, para cada y ∈ Y fijo, Eσ,y(f) = {x ∈ X : |f(x, y)| > σ}, mf (σ, y) =
µ(Eσ,y(f)), entonces la “norma” débil mixta p̄ = (p1, p2) de f (que no es una norma, lo mismo
que la “norma” débil ordinaria tampoco lo es, en general) se define [2, p. 62] como

NDM(f ; p̄) := sup
σ>0

(∫
Y

(
σ ·mf (σ, y)1/p1

)p2

dy

)1/p2

= sup
σ>0

σ · ‖χEσ(f)‖Lp̄(X×Y ), (3.27)

donde el espacio de norma mixta Lp̄(X × Y ) es el espacio Lp2(Y )[Lp1(X)] de [10].

23Ballester dice: “Para evitar notaciones excesivamente cansadoras y para no obscurecer los conceptos, nos
hemos limitado al caso de dos variables. Una buena parte de las definiciones y proposiciones que damos se extien-
den fácilmente a n variables, pero es necesario advertir que algunas de las cuestiones aqúı consideradas pueden
presentar dificultades inesperadas al pasar a n variables que no hemos examinado aún en detalle” [2, p. 5].
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Por su parte, la “norma” magra p̄ = (p1, p2) de f se define [2, p. 66] como24

NM(f ; p̄) := sup
σ>0,ρ>0

σρ1/p1ν({y ∈ Y : mf (σ, y) > ρ})1/p2 . (3.28)

A propósito de estas definiciones, Ballester escribe en una nota a pie de página: Seŕıa interesante
determinar si la “norma” débil mixta y la magra son equivalentes a normas [2, p. 67].

Un operador lineal o sublineal T : Lr̄(X × Y ) → L0(X × Y ) (donde L0(X × Y ) denota el
espacio de las funciones medibles en (X × Y, µ× ν)) es de tipo débil mixto (o, respectivamente,
de tipo magro) (r̄, ū) si existe una constante C tal que para toda f ∈ Lr̄(X × Y ) se verifica

NDM(Tf ; ū) ≤ C‖f‖Lr̄(X×Y ), (o, respectivamente, NM(Tf ; ū) ≤ C‖f‖Lr̄(X×Y ) ).

Ballester prueba el siguiente resultado de interpolación para la “norma” débil mixta [2, Co-
rolario 3.B.2]:

Sean 1 ≤ pi, qi <∞, p̄ ≤ s̄, q̄ ≤ t̄, y además p2 ≤ s1 ≤ s2, q2 ≤ t1 ≤ t2, y t2/t1 = s2/s1. Si el
operador sublineal T es de tipos débiles mixtos (p̄, s̄) y (q̄, t̄), entonces T es de tipo fuerte (r̄, ū),
donde 1/r̄ = (1− θ)/p̄+ θ/q̄, 1/ū = (1− θ)/s̄+ θ/t̄ y θ ∈ (0, 1) es arbitrario.

En el caso de tipos magros hay que suponer la hipótesis en cuatro extremos. Ballester prueba
[2, Teorema 3.C.1]25:

Sean 1 ≤ pi, qi <∞, p̄ ≤ s̄, q̄ ≤ t̄, y además p2 ≤ s1, q2 ≤ t1, y t2/t1 > s2/s1. Si el operador
sublineal T es simultáneamente de tipos magros (p̄, s̄), (q̄, t̄), ((p1, q2), (s1, t2)) y ((q1, p2), (t1, s2)),
entonces T es de tipo fuerte (r̄, ū), donde 1/r̄ = (1−θ)/p̄+θ/q̄, 1/ū = (1−θ)/s̄+θ/t̄ y θ ∈ (0, 1).

La p̄-“norma”débil mixta en Tω

Por lo que acabamos de decir, para generalizar a los espacios de norma mixta en productos
infinitos de espacios de probabilidad como el toro infinito Tω el concepto de “norma” p̄ débil,
nos parece lo más oportuno y sencillo partir de la noción de “norma” débil mixta de Ballester:

3.44 Definición. Sea 1 ≤ p̄ = (p1, p2, . . .) <∞. Definimos el espacio Lp̄w(Tω) (o Lp̄-débil) como
el conjunto de las funciones medibles y finitas a.e. tales que

‖f‖wp̄ := sup
σ>0

σ · ‖χEσ(f)‖Lp̄(Tω) <∞, (3.29)

donde, para cada σ > 0, Eσ(f) = {x ∈ Tω : |f(x)| > σ} y Lp̄(Tω) es el JLR-espacio de norma
mixta de la Definición 3.8. Al número ‖f‖wp̄ lo llamaremos la p̄-“norma”débil mixta de f .

3.45 Proposición. Sea 1 ≤ p̄ <∞. Se cumplen las siguientes propiedades:

(i) En el espacio Lp̄w(Tω), la función no negativa ‖ · ‖wp̄ es una cuasinorma, verificándose en
particular ‖f + g‖wp̄ ≤ 2(‖f‖wp̄ + ‖g‖wp̄ ).

(ii) Cuando pk = p para todo k = 1, 2, . . . (1 ≤ p <∞), se tiene ‖f‖wp̄ = ‖f‖wp , de modo que la
p̄-“norma”débil mixta se reduce en ese caso a la p-“norma”débil ordinaria.

(iii) Si 1 ≤ p̄ ≤ q̄ <∞, entonces Lq̄w(Tω) ⊂ Lp̄w(Tω).

(iv) Se tiene ‖f‖wp̄ ≤ ‖f‖p̄, de modo que Lp̄(Tω) ⊂ Lp̄w(Tω).

24V. también [29, p. 5]. Las notaciones NDM(f ; p̄) y NM(f ; p̄) son las de [79, p. 139]. La norma magra de
Ballester seŕıa similar a la que en [29, p. 5] se llama norma débil iterada.

25El requerimiento de la cuádruple hipótesis volvemos a encontrarlo para la interpolación de la norma débil
iterada en [29, Thm. 2.19].
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(v) Sea 1 ≤ q̄ < p̄ <∞ y supongamos ı́nfk pk = p > 1 y supk qk = Q < p. Entonces se tiene
Lp̄w(Tω) ⊂ Lq̄(Tω).

Demostración. (i) Sea f ∈ Lp̄w(Tω) y c ∈ C. Dado que Eσ(cf) = {x : |cf(x)| > σ} = Eσ/|c|(f),
tenemos

‖cf‖wp̄ = sup
σ>0

σ · ‖χEσ(cf)‖p̄ = sup
σ>0

σ · ‖χEσ/|c|(f)‖p̄ = |c| · sup
λ>0

λ · ‖χEλ(f)‖p̄ = |c| · ‖f‖wp̄ .

En segundo lugar, Eσ(f + g) ⊂ Eσ/2(f) ∪ Eσ/2(g) implica, usando que ‖ · ‖p̄ es una norma,
que

‖f + g‖wp̄ = sup
σ>0

σ · ‖χEσ(f+g)‖p̄ ≤ sup
σ>0

σ ·
(
‖χEσ/2(f)‖p̄ + ‖χEσ/2(g)‖p̄

)
= 2

(
sup
λ>0

λ · ‖χEλ(f)‖p̄ + sup
λ>0

λ · ‖χEλ(f)‖p̄
)

= 2
(
‖f‖wp̄ + ‖g‖wp̄

)
.

Finalmente, ‖f‖wp̄ = 0 implica que para todo σ > 0 es χEσ(f) = 0 a.e. y, por tanto, que f = 0
a.e..

(ii) Para cada σ > 0 se tiene (Proposición 3.11)

‖χEσ(f)‖Lp̄(Tω) = ‖χEσ(f)‖Lp(Tω) = m(Eσ(f))1/p,

donde m indica la medida de Haar en Tω, con lo que

‖f‖wp̄ = sup
σ>0

σ ·m(Eσ(f))1/p = ‖f‖wp .

(iii) Ya que, aplicando la Proposición 3.13(vi), es ‖χEσ(f)‖p̄ ≤ ‖χEσ(f)‖q̄, y esto implica
evidentemente que ‖f‖wp̄ ≤ ‖f‖wq̄ .

(iv) Es también inmediato. Supongamos f ∈ Lp̄(Tω). Para cada σ > 0 fijo sea hσ(x) :=
σ · χEσ(f)(x); como hσ ≤ f y Lp̄(Tω) es un espacio ideal normado, se tiene hσ ∈ Lp̄(Tω) y
‖hσ‖p̄ ≤ ‖f‖p̄. Tomando supremos en σ > 0 en esta desigualdad y considerando que ‖ · ‖p̄ es una
norma obtenemos

‖f‖wp̄ = sup
σ>0
‖hσ‖p̄ ≤ ‖f‖p̄ <∞.

(v) Sea f ∈ Lp̄w(Tω) a.e. no nula. Por definición se tiene σ ·‖χEσ(f)‖p̄ ≤ ‖f‖wp̄ para todo σ > 0,
es decir,

‖χEσ(f)‖p̄ ≤
‖f‖wp̄
σ

. (3.30)

Por otra parte se cumple m(Eσ(f))1/p = ‖χEσ(f)‖p ≤ ‖χEσ(f)‖p̄ y también, trivialmente,
m(Eσ(f)) ≤ 1. Entonces, en el estilo de [31, p. 110], usando (3.30) tenemos26, para un N > 0
en principio arbitrario,

‖f‖Qq̄ ≤ ‖f‖
Q
Q = Q

∫ ∞
0

σQ−1m(Eσ(f)) dσ

≤ Q
∫ N

0
σQ−1 dσ +Q

∫ ∞
N

σQ−1‖χEσ(f)‖
p
p̄ dσ

≤ NQ +Q

∫ ∞
N

σQ−1

(
‖f‖wp̄

)p
σp

dσ

= NQ +
Q

p−Q
(
‖f‖wp̄

)p
NQ−p.

26La identidad que se aplica en la primera ĺınea es bien conocida (layer cake representation), v. [123, XII, (4·8)],
[52, Proposition 1.1.4].
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Tomando N = ‖f‖wp̄ resulta finalmente ‖f‖Qq̄ ≤
p

p−Q
(
‖f‖wp̄

)Q
, luego f ∈ Lq̄(Tω) y

‖f‖q̄ ≤
(

p

p−Q

)1/Q

‖f‖wp̄ .

En pos de la ‘condición de Kolmogorov’ en los espacios de norma mixta en Tω

Hemos tratado de contestar, en el caso de los espacios Lp̄w(Tω), a la pregunta de Cotlar-
Ballester-JLR: —¿Es ‖f‖wp̄ equivalente a una norma?— sin llegar a poder dar una respuesta
concluyente.

Para 1 ≤ p < ∞ Cotlar define [31, p. 108]: un operador sublineal T : Lp(X,µ) → L0(X,µ)
verifica la condición (p, p) de Kolmogorov27 con constante M si para todo q < p, q > 0, para
toda f ∈ Lp(X,µ) y todo conjunto medible E ⊂ X de medida finita se verifica

‖Tf · χE‖q ≤M
(

p

p− q

)1/q

µ(E)1/q−1/p‖f‖p. (3.31)

Cuando el espacio es de medida finita la condición (p, p) de Kolmogorov implica el tipo (p, q)-
fuerte del operador para todo q < p. Cotlar prueba además el siguiente resultado [31, III,
Teorema 1]:28

Es suficiente que se cumpla (3.31) para un solo valor q < p —y entonces se dice que T verifica
la condición (p, p) de Kolmogorov para el valor q—29 para que el operador T sea (p, p)-débil.
Rećıprocamente, si T es (p, p)-débil entonces T verifica la condición (p, p) de Kolmogorov. De la
misma manera que los operadores de tipo (p, p)-débil son los acotados de Lp(X,µ) en el espacio
Lpw(µ) = L(p,∞) (espacio de Lorentz, v. [14, 1.3]; un poco más adelante los vamos a recordar
con mejor detalle) de las funciones µ-medibles f tales que

‖f‖wp := sup
σ>0

σ · µ
(
{x : |f(x)| > σ}

)1/p
<∞,

los operadores que verifican la condición (p, p) de Kolmogorov30 son los acotados, para cada
q < p, q > 0, de Lp(X,µ) en el espacio Np,q(X,µ) formado por las funciones µ-medibles f tales
que

Np,q(f) := sup
E medible
µ(E)>0

‖fχE‖q
‖χE‖r

<∞, siendo
1

r
=

1

q
− 1

p
. (3.32)

Con p fijo, para cada q ≥ 1, q < p, la función Np,q(·) es una norma en el espacio Np,q(X,µ)
como se comprueba fácilmente. Y en estos términos, el teorema de Cotlar recién citado se puede
reformular de la siguiente manera [49, V, Lemma 2.8], [52, ex. 1.1.12]:

Para toda f se cumplen las desigualdades

‖f‖wp ≤ Np,q(f) ≤
(

p

p− q

)1/q

‖f‖wp ,

27La definición original de Cotlar era más general: Si s < ∞, T verifica la condición (p, s) de Kolmogorov con
constante M si para todo q < s, q > 0, para toda f ∈ Lp(X,µ) y todo conjunto medible E ⊂ X de medida finita
se verifica

‖Tf · χE‖q ≤M
(

p

p− q

)1/q

µ(E)1/q−1/s‖f‖p.

28Verlo también en [54, Thm. 3.3.1].
29La nomenclatura de M. de Guzmán para esto era T satisface la condición de Kolmogorov para (p, q).
30Observar que si E es un conjunto medible de medida finita, µ(E)1/q−1/p = ‖χE‖r con 1

r
= 1

q
− 1

p
.
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es decir: la “norma” débil ‖ · ‖wp es equivalente a la norma Np,q(·) para cada q < p (y por
consiguiente todos los espacios Np,q(X,µ) son iguales al espacio Lpw(µ)).

La generalización más obvia de la norma (3.32) en el caso (X,µ) = (Tω,m) seŕıa la siguiente:

3.46 Definición. Sea 1 ≤ q̄ < p̄ <∞. Para cada f ∈ L0(Tω) definimos

Np̄,q̄(f) := sup
E⊂Tω
m(E)>0

‖fχE‖q̄ ·
‖χE‖p̄
‖χE‖q̄

. (3.33)

La cuasinorma mixta débil ‖ · ‖wp̄ es más débil que cualquier norma Np̄,q̄(·) (q̄ < p̄), como
muestra la siguiente proposición.

3.47 Proposición. Sea 1 ≤ q̄ < p̄ <∞. Para cada f ∈ L0(Tω) se tiene

‖f‖wp̄ ≤ Np̄,q̄(f). (3.34)

Demostración. Sea f una funcion medible y a.e. no nula. Sea σ > 0 tal que m(Eσ(f)) > 0.
Tenemos entonces

σ‖χEσ(f)‖q̄ ≤ ‖fχEσ(f)‖q̄ ≤
‖χEσ(f)‖q̄
‖χEσ(f)‖p̄

·Np̄,q̄(f),

de donde resulta

σ‖χEσ(f)‖p̄ ≤ Np̄,q̄(f)

y, por consiguiente,

‖f‖wp̄ = sup
σ>0

σ‖χEσ(f)‖p̄ ≤ Np̄,q̄(f).

Pero no conseguimos probar una equivalencia completa entre la cuasinorma ‖ · ‖wp̄ y la norma
(3.33). Esto nos lleva a aportar la siguiente definición, restringiendo el ámbito de aplicabilidad:

3.48 Definición. Sea 1 ≤ q̄ < p̄ < ∞ y supongamos ahora que ı́nfk pk = p > 1 y supk qk =
Q < p. Para cada f ∈ L0(Tω) definimos

N ]
p̄,q̄(f) := sup

E⊂Tω
m(E)>0

‖fχE‖q̄ ·
(
‖χE‖p̄
‖χE‖q̄

)1/p−1/Q

. (3.35)

Con las condiciones establecidas para q̄ la función N ]
p̄,q̄(·) es también una norma por serlo

‖ · ‖q̄, y ahora lo que podemos probar es que esta norma es más débil que la cuasinorma ‖ · ‖wp̄ :

3.49 Proposición. Sea 1 ≤ q̄ < p̄ < ∞ y supongamos ı́nfk pk = p > 1 y supk qk = Q < p.
Entonces para cada f ∈ L0(Tω) se tiene

N ]
p̄,q̄(f) ≤

(
p

p−Q

)1/Q

‖f‖wp̄ . (3.36)

Demostración. Sea f una funcion medible y a.e. no nula. Sea E ⊂ Tω un conjunto medible

de medida positiva. Denotemos
‖χE‖p̄
‖χE‖q̄ = α ≥ 1. De una manera análoga a lo hecho en la
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demostración de la Proposición 3.45(v), podemos escribir, para un N > 0 arbitrario,

‖fχE‖Qq̄ ≤ ‖fχE‖
Q
Q = Q

∫ ∞
0

σQ−1m(E ∩ Eσ(f)) dσ

≤ Q
∫ N

0
σQ−1m(E) dσ +Q

∫ ∞
N

σQ−1m(Eσ(f)) dσ

≤ Q
∫ N

0
σQ−1αdσ +Q

∫ ∞
N

σQ−1‖χEσ(f)‖
p
p̄ dσ

≤ NQα+Q

∫ ∞
N

σQ−1

(
‖f‖wp̄

)p
σp

dσ

= NQα+
Q

p−Q
(
‖f‖wp̄

)p
NQ−p.

Tomando ahora N = ‖f‖wp̄ · α−1/p (que hace mı́nimo el último miembro, como se indica en [54,
p. 52]) resulta

‖fχE‖Qq̄ ≤
p

p−Q
(
‖f‖wp̄

)Q
α

1−Q
p ,

de manera que

‖fχE‖q̄ ≤
(

p

p−Q

)1/Q

‖f‖wp̄ α1/Q−1/p

y

‖fχE‖q̄ α1/p−1/Q ≤
(

p

p−Q

)1/Q

‖f‖wp̄ ,

cota superior independiente del conjunto E, lo que deja probada la desigualdad (3.36).

Por otra parte es evidente la relación N ]
p̄,q̄(f) ≤ Np̄,q̄(f) para toda f entre las dos normas

que hemos definido. Aunque no hemos sabido probar una equivalencia completa entre la norma
mixta débil ‖ · ‖wp̄ y ninguna de estas dos normas, la última Proposición 3.49 no es del todo
carente de interés, v. por ejemplo [54, p. 53].

Hacia un ‘teorema de Marcinkiewicz’ para espacios de norma mixta en Tω

Sea (X,µ) un espacio de medida σ-finita. Vamos a recordar en primer lugar, siguiendo en este
caso [113, V, §3] (v. también [14, 1.3], [12, 2.1]) cómo se puede definir una verdadera norma en
el espacio Lpw(X,µ) = L(p,∞) (1 ≤ p <∞), equivalente a la cuasinorma débil ‖ · ‖wp , con la cual
Lpw(µ) es un espacio de Banach.

Sea 1 ≤ p <∞. Si f ∈ L0(µ), denotemos mf (σ) := µ(Eσ(f)) para cada σ > 0. Se ha definido
Lpw(µ) = {f : ‖f‖wp = supσ>0 σ[mf (σ)]1/p <∞}. Sea f∗ el reordenamiento no creciente de f , es
decir, la función definida por

f∗(t) := ı́nf{σ : mf (σ) ≤ t}, t ∈ (0,∞).

Se tiene [113, V, Lemma 3.8]

‖f‖wp = sup
t>0

t1/pf∗(t) =: ‖f‖∗p∞

y la finitud de esta cuasinorma define el espacio de Lorentz 31 L(p,∞) o Lpw(µ).

31Para todo conjunto medible E de medida finita se tiene ‖χE‖∗p∞ = µ(E)1/p, y L(p,∞) es el mayor espacio
normado donde se cumple esto [113, V, 3.10].
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Sea ahora

Mf (t) :=
1

t

∫ t

0
f∗(u) du, t ∈ (0,∞);

se tiene Mf (t) ≥ f∗(t) para todo t > 0 con lo cual, definiendo

‖f‖p∞ := sup
t>0

t1/pMf (t),

se cumple ‖f‖∗p∞ ≤ ‖f‖p∞. Además esta función es una norma, y se cumple

‖f‖p∞ ≤
p

p− 1
‖f‖∗p∞

[113, V, Thm. 3.21]. Se sigue de esto que el espacio de las funciones medibles para las que ‖f‖p∞
es finita es el espacio de Lorentz L(p,∞) recién definido, que ahora con esta norma ‖ · ‖p∞ es
un espacio de Banach [113, V, Thm. 3.22].

3.50 Definición. En orden a estudiar posibles extensiones del teorema de interpolación de
Marcinkiewicz para espacios de norma mixta en Tω, el caso que en principio parece el más sencillo
de abordar ocurre si se consideran operadores lineales o sublineales acotados T : Lp̄(Tω) →
Lsw(Tω) (p̄ ≥ 1, s ≥ 1), es decir, tales que existe una constante M tal que para toda f ∈ Lp̄(Tω)
se tiene

‖T (f)‖ws ≤M‖f‖p̄
o bien, tales que

m(Eσ(f))1/s ≤ M

σ
‖f‖p̄

para todo σ > 0. Vamos a decir, con Ballester [2, p. 69], que un operador T aśı es de tipo débil
semi-mixto (p̄, s).

La siguiente proposición, en el estilo del resultado [2, Lema 2.B.1] de Ballester da, por inter-
polación, tipo débil semi-mixto en los “puntos interiores de un segmento” cuyos extremos son
de tipo débil semi-mixto:

3.51 Proposición. Sean 1 ≤ p̄, q̄ <∞ (p̄ 6= q̄) con supk pk < ∞ y supongamos 1 ≤ P ≤ Q <
∞. Sea T : Lp̄(Tω) + Lq̄(Tω)→ L0(Tω) un operador lineal de tipos débiles semi-mixtos (p̄, P ) y
(q̄, Q), es decir, tal que son continuos T : Lp̄(Tω)→ LPw(Tω) y T : Lq̄(Tω)→ LQw(Tω) con normas
respectivas M1 y M2. Sean, para cada θ, (0 < θ < 1), 1

r̄(θ) = 1−θ
p̄ + θ

q̄ y 1
R(θ) = 1−θ

P + θ
Q . Entonces,

T es también de tipo débil semi-mixto
(
r̄(θ), R(θ)

)
y su norma es M ≤M1−θ

1 M θ
2 .

Demostración. Sabemos, de acuerdo con la Proposición 3.41, que[
Lp̄(Tω), Lq̄(Tω)

]
θ

= Lr̄(θ)(Tω),

y por otro lado, ya que los Lpw(Tω) son espacios de Banach, sabemos también (v. [14, 5.3.1]) que[
LPw(Tω), LQw(Tω)

]
θ

= LR(θ)
w (Tω),

de manera que la conclusión resulta inmediatamente sin más que aplicar el Teorema 3.32 de
interpolación de Calderón.

Nuestro trabajo en este caṕıtulo va a terminar con el siguiente sencillo resultado de interpo-
lación. Hubiéramos querido alcanzar como conclusión natural32 el tipo (r̄, R) fuerte semi-mixto
en los “puntos interiores de un segmento” cuyos extremos son de tipo débil semi-mixto (p̄, P ) y
(q̄, Q) respectivamente. Pero no hemos sabido demostrar esto.

32Que tiene su antecedente en el Teorema 2.B.2 de [2], y seŕıa interesante poder aplicarla para la prueba de
un resultado para espacios de norma mixta análogo a la Proposición 4.21 (v. la sección final del Caṕıtulo 4).
Aqúı queda como conjetura.
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3.52 Proposición. Sean 1 ≤ p̄ < q̄ <∞ y supongamos supk pk = P ≤ supk qk = Q <∞. Sea
T : Lp̄(Tω) + Lq̄(Tω) → L0(Tω) un operador lineal de tipos débiles semi-mixtos (p̄, P ) y (q̄, Q).
Para un θ fijo (0 < θ < 1), sean 1

r̄ = 1−θ
p̄ + θ

q̄ y 1
R = 1−θ

P + θ
Q . Sea además 1 ≤ s̄ < r̄ tal que se

verifica supk sk = S < ı́nfk rk = r. Entonces el operador T es de tipo (r̄, s̄) fuerte.

Demostración. Sea f ∈ Lr̄(Tω). Aplicando en primer lugar la Proposición 3.51 se tiene

‖T (f)‖wR ≤M‖f‖r̄

con M independiente de f . Por otra parte, para todo k = 1, 2, . . . se tiene

1

rk
=

1− θ
pk

+
θ

qk
≥ 1− θ

P
+
θ

Q
=

1

R
,

aśı que r̄ ≤ R y, por tanto,
‖T (f)‖wr̄ ≤ ‖T (f)‖wR

de acuerdo con la Proposición 3.45(iii). Y usando finalmente la desigualdad de la Proposición
3.45(v) llegamos a que

‖T (f)‖s̄ ≤
(

r

r − S

)1/S

‖T (f)‖wr̄ ≤M
(

r

r − S

)1/S

‖f‖r̄.

3.53 Nota. En una comunicación personal (24/3/2018) A. Bendikov indicó a Luz Roncal que
la acotación (p̄, p̄), para 1 < p̄ < ∞, de la transformada de Riesz en espacios Lp̄ de norma
mixta sobre productos infinitos de espacios de probabilidad, que él deja conjeturada en su libro
[3, Remark 6.3.4, p. 165], es un problema aún abierto, señalándoselo como otro posible tema de
investigación. Se podŕıa estudiar tanto con las BPS p̄-normas como con las JLR p̄-normas.



4
Teoremas de Marcel Riesz en Tω.
Convergencia a.e.

En este caṕıtulo final vamos a seguir hasta donde nos sea posible las pautas que dejó escritas JLR
en la segunda Hoja del guión cient́ıfico de su carta, v. Figuras 5 y 6 al final de la Presentación.
Por otra parte fue su propio trabajo en relación con alguno de los puntos que alĺı se esbozaban
lo que JLR expuso en su art́ıculo [101], donde solamente incorporaba los enunciados de los
resultados que hab́ıa obtenido y alguna idea sobre las ĺıneas de demostración. Nos ha parecido
que tal vez no era inoportuno tratar de completar aquellos enunciados con la reconstrucción, o
el intento de reconstrucción, de alguna prueba por nuestra parte.

Nuestra exposición va a constar de tres secciones. En la primera el tema principal es el teorema
de Marcel Riesz sobre la convergencia en Lp(Tω) (1 < p <∞) de ciertas sumas parciales de las
series de Fourier en infinitas variables. En la segunda lo mismo en los espacios de norma mixta
Lp̄(Tω) (1 < p̄ <∞). En la última sección comentamos sobre convergencia puntual a.e. de las
series de Fourier.

4.1. Convergencia de sumas parciales de las series de Fourier en
la norma de Lp(Tω)

El objetivo de esta sección es entonces, como acabamos de decir, desarrollar en la medida
de nuestras posibilidades lo que queda expuesto en el texto de la Figura 5) y en el siguiente
extracto literal del art́ıculo [101] de JLR:

Fijada una sucesión (εn) de números positivos con εn → 0, definimos en Z∞ los rectángulos

R = {n̄ : |nk| < εk para todo k},
δR = {n̄ : |nk| < δεk para todo k}, 0 < δ <∞.

Es obvio que {δR} es una familia creciente de subconjuntos finitos cuya unión es todo Z∞.
Se trata de estudiar si las sumas

SδRf(x) =
∑
n̄∈δR

f̂(n̄)e2πin̄·x

de la función f ∈ L1(Tω) convergen en algún sentido a f , cuando δ →∞.

Convergencia en Norma.– El análogo del teorema de M. Riesz: ‖SδRf‖p ≤ Cp ‖f‖p solo es
válido para p = 2 según es fácil probar. En L2 el teorema es trivial.

La acotación uniforme de (SδR) equivale a la existencia de un operador acotado SΓ asociado
al multiplicador χΓ, con Γ = {n̄ ∈ Z∞ : nk > 0} [101, p. 237-239].
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4.1 Definición. Un rectángulo en Z∞ es, en general, un conjunto R =
∏∞
j=1 Ij donde Ij ⊂ Z

es un intervalo finito no vaćıo para cada ı́ndice j, es decir, Ij = {h ∈ Z : aj ≤ h ≤ bj} donde
aj ≤ bj son números enteros fijos.

La primera proposición de JLR en el texto que leemos en la Figura 5 indica cómo deben estar
formados los rectángulos de Z∞ que son subconjuntos finitos. En todo lo que sigue ponemos #A
para indicar el número de elementos de un conjunto finito A.

4.2 Proposición. Sea R =
∏∞
j=1 Ij un rectángulo en Z∞. Entonces, R es un conjunto finito

⇐⇒ #Ij = 1 para casi todo j ∈ N, es decir, para todo j ≥ j0.

Demostración. ⇐ Suponemos que #Ij <∞ para todo j, y que #Ij = 1 para todo j ≥ j0. Se
tiene entonces

#R =
∞∏
j=1

(#Ij) =

j0−1∏
j=1

(#Ij) <∞.

⇒ Si no es cierto que #Ij = 1 para casi todo j, como Ij 6= ∅ para todo j, habrá una subsucesión
(Ijn)∞n=1 tal que #Ijn ≥ 2 para todo n. En tal caso, para todo N ∈ N se tendŕıa

#R >
N∏
n=1

(#Ijn) ≥ 2N ,

luego R no puede ser un conjunto finito.

4.1.1. Las sumas parciales SδR(f) de JLR

4.3 Definición. Vamos a considerar una sucesión fija de aqúı en adelante de números positivos
(ck) tal que ĺımk→∞ ck = 0 y el rectángulo por consiguiente finito también fijo en todo lo que
sigue

R := {n̄ ∈ Z∞ : − ck ≤ nk ≤ ck para todo k}. (4.1)

Para cada número δ > 0 el rectángulo homotético δR es también un rectángulo finito, y se tiene⋃
δ>0 δR = Z∞. Dada una función f ∈ L1(Tω) queda bien definida puntualmente, ya que es un

polinomio trigonométrico, la función suma parcial

(SδR(f))(x) :=
∑
n̄∈δR

f̂(n̄)e2πin̄·x.

4.4 Proposición. Sea 1 ≤ p < ∞. Para cada δ > 0 fijo el operador lineal SδR es acotado de
Lp(Tω) en śı mismo.

Demostración. Sea f ∈ Lp(Tω). Para un δ > 0 fijo sea m(R, δ) := #(δR). Tenemos lo siguiente:

‖SδR(f)‖p =

(∫
Tω

∣∣∣∣∣∑
n̄∈δR

f̂(n̄)e2πin̄·x

∣∣∣∣∣
p

dx

)1/p

≤

(∫
Tω

(∑
n̄∈δR

|f̂(n̄)|
)p
dx

)1/p

=
(∑
n̄∈δR

|f̂(n̄)|
)p·1/p

·
(∫

Tω
dx
)1/p

=
∑
n̄∈δR

|f̂(n̄)|

≤ m(R, δ)‖f̂‖∞ ≤ m(R, δ)‖f‖1 ≤ m(R, δ)‖f‖p,

luego el operador SδR es acotado de Lp(Tω) en śı mismo con una norma en principio dependiente
de δ y de la sucesión (ck) que define el rectángulo R.
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La siguiente proposición, que establece que, cuando 1 ≤ p < ∞, el hecho de que estos
operadores continuos SδR sean equicontinuos (es decir, estén acotados uniformemente por una
cota independiente de δ) es condición necesaria y suficiente para que la familia de funciones
SδR(f) converja a la función f en la norma de Lp(Tω) cuando δ →∞ para toda f ∈ Lp(Tω), es
estándar (v. [52, Thm. 4.1.1], [40, 12.10.1]) pero damos la demostración por completitud.

4.5 Proposición. Sea 1 ≤ p <∞. Se tiene SδR(f)→ f en la norma de Lp(Tω) cuando δ →∞
para toda f ∈ Lp(Tω) si y solo si los operadores SδR están uniformemente acotados, es decir,
⇐⇒ supδ>0 ‖SδR(f)‖p ≤ cp,R‖f‖p para toda f ∈ Lp(Tω) con una constante cp,R independiente
de f .

Demostración. ⇒ Suponemos que para toda f ∈ Lp(Tω) se tiene ĺımδ→∞ ‖SδR(f) − f‖p = 0.
Entonces para una f fija es ĺımδ→∞ ‖SδR(f)‖p = ‖f‖p y, en particular, la familia de números no
negativos {‖SδR(f)‖p}δ>0 es una familia acotada, es decir, se tiene

‖SδR(f)‖p ≤ Cf,R (4.2)

donde la constante Cf,R depende de la función f ∈ Lp(Tω) y posiblemente del rectángulo fijo de
partida R, pero no depende de δ.

Aśı que {SδR}δ>0 es una familia de operadores lineales acotados de Lp(Tω) en śı mismo según
la proposición anterior y que verifican (4.2) para cada f ∈ Lp(Tω). Aplicando el principio de
acotación uniforme (Teorema de Banach–Steinhaus) resulta que existe una constante cp,R tal
que

sup
δ>0
‖SδR‖Lp(Tω)→Lp(Tω) ≤ cp,R,

es decir, tal que
sup
δ>0
‖SδR(f)‖p ≤ cp,R ‖f‖p ∀f ∈ Lp(Tω).

⇐ (Seguimos los pasos de [52, loc. cit.]) Sea f ∈ Lp(Tω) y ε > 0. Aplicando el Teorema

1.17, existe un polinomio trigonométrico P (x) =
∑

n̄∈∆ P̂ (n̄)e2πin̄·x (donde ∆ ⊂ Z∞ es un
conjunto finito) definido en Tω tal que ‖f − P‖p < ε. Sea d el grado de P , recordemos que
d := máxn̄∈∆

∑
|nk|.

Pongamos a(n̄, δ) :=

{
1 si n̄ ∈ δR,

0 en otro caso.
Como {δR}δ>0 es una familia creciente de conjuntos

cuya unión es Z∞, existe un δ0 > 0 tal que para todo δ > δ0 se tiene∑
n̄∈Z∞

|n1|+|n2|+···≤d

|a(n̄, δ)− 1| · |P̂ (n̄)| ≤ ε,

ya que para todo n̄ ∈ Z∞ tal que |n1|+ |n2|+ · · · ≤ d se tiene ĺımδ→∞ a(n̄, δ) = 1.
Deducimos que, para todo δ > δ0,

‖SδR(P )− P‖p ≤ ‖SδR(P )− P‖∞ = sup
x∈Tω

∣∣∣∣∣∑
n̄∈δR

P̂ (n̄)e2πin̄·x −
∑
n̄∈∆

P̂ (n̄)e2πin̄·x

∣∣∣∣∣
= sup

x∈Tω

∣∣∣∣∣ ∑
n̄∈Z∞

|n1|+|n2|+···≤d

(
a(n̄, δ)− 1

)
P̂ (n̄)e2πin̄·x

∣∣∣∣∣
≤

∑
n̄∈Z∞

|n1|+|n2|+···≤d

|a(n̄, δ)− 1| · |P̂ (n̄)| ≤ ε.
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Entonces, por hipótesis, para todo δ > δ0 se tiene

‖SδR(f)− f‖p ≤ ‖SδR(f)− SδR(P )‖p + ‖SδR(P )− P‖p + ‖f − P‖p
≤ ‖SδR(f − P )‖p + 2ε < (cp,R + 2)ε,

luego SδR(f)→ f en la norma de Lp(Tω) cuando δ →∞.

Convergencia en L2(Tω)

En el espacio de Hilbert L2(Tω), como hemos recordado en la Nota 1.15, la serie de Fourier
de una función representa a la función en el sentido del propio espacio, es decir, converge a la
función en la norma del espacio. Esto hace que el siguiente resultado sea sencillo de probar.
4.6 Proposición. Sea f ∈ L2(Tω). Entonces se tiene ĺımδ→∞ ‖SδR(f)− f‖2 = 0.

Demostración. Tengamos en cuenta que para cada δ > 0 se tiene

(̂SδRf)(n̄) =

{
f̂(n̄) si n̄ ∈ δR,

0 si n̄ ∈ (δR)c.

Sea ε > 0; la identidad de Plancherel [104, 4.15, p. 83], [40, I, 8.2.1]∑
n̄∈Z∞

|f̂(n̄)|2 := sup
∆⊂Z∞
∆ finito

{∑
n̄∈∆

|f̂(n̄)|2
}

= ‖f‖22 <∞

implica que existe un conjunto finito ∆0 ⊂ Z∞ tal que∑
n̄∈∆0

|f̂(n̄)|2 > ‖f‖22 − ε =
∑
n̄∈Z∞

|f̂(n̄)|2 − ε,

por consiguiente ∑
n̄∈∆c

0

|f̂(n̄)|2 =
∑
n̄∈Z∞

|f̂(n̄)|2 −
∑
n̄∈∆0

|f̂(n̄)|2 < ε.

Por otra parte existe δ0 > 0 tal que ∆0 ⊂ δ0R ⊂ δR para todo δ > δ0. Entonces, para todo
δ > δ0 se verifica, volviendo a usar la identidad de Plancherel,

‖f − SδRf‖22 =
∑
n̄∈Z∞

| ̂(f − SδRf)(n̄)|2 =
∑

n̄∈(δR)c

|f̂(n̄)|2 ≤
∑

n̄∈(δ0R)c

|f̂(n̄)|2 ≤
∑
n̄∈∆c

0

|f̂(n̄)|2 < ε,

ya que (δR)c ⊂ (δ0R)c ⊂ ∆c
0 y los sumandos son no negativos. Esto termina la demostración.

Fallo de la convergencia en Lp(Tω) para p 6= 2

Los operadores SδR no son en cambio equicontinuos de Lp(Tω) en śı mismo cuando p 6= 2,
por lo que de acuerdo con la Proposición 4.5 existirá una función f ∈ Lp(Tω) tal que las sumas
parciales SδR(f) divergen cuando δ →∞.

Vamos a desarrollar la prueba que deja perfectamente delineada JLR en las ĺıneas 12–17 del
texto de la Figura 5, y para ello damos en primer lugar el lema auxiliar que vemos enunciado y
prácticamente probado en las ĺıneas 12–14.

4.7 Lema (JLR, 1977). Sea 1 ≤ p < ∞ y T : Lp(T) → Lp(T), definido por T (f) := k ∗ f con
k ∈ L1(T), un operador acotado con norma ‖T‖Lp(T)→Lp(T) =: ‖T‖ < ∞. Consideramos, para

cada n ∈ N, el operador T (n) : Lp(Tn)→ Lp(Tn), definido por

T (n)(f) := (k ⊗
(n)
· · · ⊗ k) ∗ f donde (k ⊗

(n)
· · · ⊗ k)(x1, . . . , xn) = k(x1) · · · k(xn), f ∈ Lp(Tn).

Entonces, se tiene que T (n) es acotado y tiene norma ‖T (n)‖Lp(Tn)→Lp(Tn) = ‖T‖n.
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Demostración. Lo probamos por inducción. Para n = 1 se verifica por hipótesis. De hecho [40,
I, 3.1.6] es ‖T‖ ≤ ‖k‖1.

Supongamos el lema cierto para n− 1 con n ≥ 2. Sea f ∈ Lp(Tn). Consideraremos en lo que
sigue la notación x = (x1, x

′) para los puntos de Tn, donde x′ = (x2, . . . , xn) ∈ Tn−1. Para cada
x′ fijo denotamos por fx′ la función de la variable x1 ∈ T definida por fx′(x1) = f(x1, x

′). Como∫
Tn
|f(x1, x

′)|p dx =

∫
Tn−1

dx′
∫
T
|fx′(x1)|p dx1,

se sigue del teorema de Tonelli que fx′ ∈ Lp(T) para casi todo x′ ∈ Tn−1 y por consiguiente, del
lema en dimensión 1 se sigue que T (fx′) = k ∗ fx′ ∈ Lp(T) y

‖k ∗ fx′‖Lp(T) ≤ ‖T‖ · ‖fx′‖Lp(T). (4.3)

Abreviemos con k(n−1)(x′) := (k ⊗
(n−1)
· · · ⊗ k)(x′) = k(x2) · · · k(xn). Para cada x1 ∈ T fijo

denotemos por fx1 la función de n − 1 variables x′ ∈ Tn−1 definida por fx1(x′) = f(x1, x
′). Se

tiene

(T (n−1)fx1)(x′) = (k(n−1) ∗ fx1)(x′) =

∫
Tn−1

k(n−1)(y′)f(x1, x
′ − y′)dy′,

de modo que, aplicando el teorema de Fubini,

(T (n)f)(x1, x
′) =

(
(k ⊗ k(n−1)) ∗ f

)
(x1, x

′) =

∫
Tn
k(y1)k(n−1)(y′)f(x1 − y1, x

′ − y′) dy1dy
′

=

∫
Tn−1

k(n−1)(y′)

(∫
T
k(y1)fx′−y′(x1 − y1) dy1

)
dy′

=

∫
Tn−1

k(n−1)(y′)(k ∗ fx′−y′)(x1) dy′ =

∫
Tn−1

k(n−1)(y′)(Tfx′−y′)(x1) dy′

= (k(n−1) ∗G(x1, ·))(x′) =
(
T (n−1)(G(x1, ·))

)
(x′),

donde se ha denotado (Tfξ′)(ξ1) =: G(ξ1, ξ
′).

En definitiva se tiene, aplicando Fubini, la hipótesis de inducción y la desigualdad (4.3),

‖T (n)(f)‖pLp(Tn) =

∫
Tn

∣∣∣(T (n)f)(x1, x
′)
∣∣∣p dx1dx

′ =

∫
T
dx1

∫
Tn−1

∣∣∣(T (n−1)(G(x1, ·))
)
(x′)

∣∣∣p dx′
≤
∫
T
‖T‖p(n−1) · ‖G(x1, ·)‖pLp(Tn−1)

dx1

= ‖T‖p(n−1)

∫
T
dx1

∫
Tn−1

∣∣G(x1, x
′)
∣∣p dx′

= ‖T‖p(n−1)

∫
Tn−1

dx′
∫
T

∣∣G(x1, x
′)
∣∣p dx1 = ‖T‖p(n−1)

∫
Tn−1

dx′
∫
T
|(Tfx′)(x1)|p dx1

≤ ‖T‖p(n−1) · ‖T‖
∫
Tn−1

dx′
∫
T
|fx′(x1)|p dx1 = ‖T‖np

∫
Tn−1

dx′
∫
T
|f(x1, x

′)|p dx1

= ‖T‖np
∫
Tn
|f(x1, x

′)|p dx = ‖T‖np‖f‖pLp(Tn),

luego se verifica ‖T (n)‖Lp(Tn)→Lp(Tn) ≤ ‖T‖nLp(T)→Lp(T).

Nos queda ver que también es ‖T (n)‖Lp(Tn)→Lp(Tn) ≥ ‖T‖n, de donde se sigue la igualdad de
normas requerida. Estamos aún dentro del proceso de inducción, por lo cual estamos suponiendo
también que se cumple

‖T (n−1)‖Lp(Tn−1)→Lp(Tn−1)
def
= sup

g∈Lp(Tn−1)
‖g‖p=1

{
‖T (n−1)g‖p

}
= ‖T‖n−1

Lp(T)→Lp(T).
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Aplicando el lema en dimensión 1 y la hipótesis de inducción, dado ε > 0 existen fε ∈
Lp(T) y gε ∈ Lp(Tn−1) tales que ‖fε‖Lp(T) = ‖gε‖Lp(Tn−1) = 1, ‖T (fε)‖Lp(T) > ‖T‖ − ε y

‖T (n−1)(gε)‖Lp(Tn−1) > ‖T‖n−1 − ε.
Consideremos entonces la función Fε(x1, x

′) = (fε ⊗ gε)(x1, x
′) = fε(x1)gε(x

′). Se tiene
‖Fε‖Lp(Tn) = ‖fε‖Lp(T) · ‖gε‖Lp(Tn−1) = 1. Además,

(T (n)Fε)(x1, x
′) =

∫
Tn
k(y1)k(n−1)(y′)fε(x1 − y1)gε(x

′ − y′) dy1 dy
′ = (Tfε)(x1) · (T (n−1)gε)(x

′).

Por consiguiente,

‖T (n)‖Lp(Tn)→Lp(Tn) ≥ ‖T (n)(Fε)‖p = ‖T (fε)‖p · ‖T (n−1)(gε)‖p > (‖T‖ − ε)(‖T‖n−1 − ε).

De la arbitrariedad de ε > 0 se deduce entonces que ‖T (n)‖Lp(Tn)→Lp(Tn) ≥ ‖T‖nLp(T)→Lp(T) y
con eso hemos terminado.

La proposición siguiente es una versión del teorema de Marcel Riesz [123, VII,(2·4)] que
establece que la función χI , siendo I ⊂ Z un intervalo finito, es un multiplicador [41, 1.1.3] de
Lp(T) en śı mismo. Aunque el resultado sea muy estándar (v. por ej. [40, 12.9], [41, 6.3.2], [52,
Prop. 4.1.6], [90, Thm. 3.20]) nosotros vamos a recordar por completitud de lectura las ĺıneas
generales de la prueba. Queda como testimonio de nuestro trabajo con el texto de la Figura 5.

4.8 Proposición. Sea 1 < p < ∞. Para cada intervalo finito I ⊂ Z se considera el operador
suma parcial definido por

(SIf)(x) :=
∑
n∈I

f̂(n)e2πinx =
∑
n∈Z

χI(n)f̂(n)e2πinx para f ∈ L2(T) ∩ Lp(T).

Se tiene

sup
I⊂Z

I intervalo finito

‖SI‖Lp(T)→Lp(T) =: Bp <∞,

y se verifica B2 = 1 y Bp > 1 si p 6= 2.

Demostración. Sea I ⊂ Z un intervalo finito. Se tiene (SIf)(x) = (kI ∗ f)(x), donde kI(x) =∑
n∈I e

2πinx ∈ L1(T) (es un polinomio trigonométrico). El operador SI es acotado de Lp(T)
en śı mismo porque para toda f ∈ Lp(T) se verifica ‖SI(f)‖p ≤ ‖kI‖1 · ‖f‖p. Sea ‖SI‖p :=
‖SI‖Lp(T)→Lp(T) su norma.

Si I = [a, b] con a, b ∈ Z, se tiene χI(m) = χ(a−1,∞)(m) − χ(b,∞)(m) para todo m ∈ Z y,

definido el operador proyección (de Riesz: [52, Def. 4.1.5]) para h ∈ C(∞(T) por

(P+h)(x) :=
∞∑
n=1

ĥ(n)e2πinx =
∑
n∈Z

χ(0,∞)(n)ĥ(n)e2πinx,

en primer lugar se prueba, usando el teorema de Marcel Riesz (v. por ejemplo [52, Prop. 4.1.7]),
que P+ es un operador acotado de Lp(T) en śı mismo. Por otro lado, escribiendo en(x) = e2πinx

(x ∈ T), se tiene (v. [90, Thm. 3.20])

SI(h) = ea−1 · P+(ea−1 · h)− eb · P+(eb · h) (4.4)

y de aqúı resulta para toda h ∈ C(∞(T), y por densidad, para toda f ∈ Lp(T), que

‖SI(f)‖p ≤ 2‖P+(f)‖p ≤ 2‖P+‖Lp(T)→Lp(T) · ‖f‖p <∞,
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luego ‖SI‖p ≤ 2‖P+‖Lp(T)→Lp(T), y esta cota superior para la norma (p, p)-fuerte del operador
SI no depende del intervalo I. Aśı que, en efecto,

sup
I⊂Z

I intervalo finito

‖SI‖p =: Bp ≤ 2‖P+‖Lp(T)→Lp(T) <∞.

Dado un intervalo finito I ⊂ Z, sobre cada polinomio trigonométrico P cuyo conjunto de
caracteres esté contenido en I se tiene SI(P ) = P , de donde se deduce que Bp ≥ 1 para todo p.

Ahora aplicando el teorema [52, Thm. 4.1.1] a la sucesión a(n,N) = 1 para 0 ≤ n ≤ N y
a(n,N) = 0 en otro caso se concluye que el operador A : Lp(T)→ Hp(T) definido por

(Af)(x) =
∑
n≥0

ĥ(n)en(x) = f̂(0) + (P+f)(x)

es acotado y su norma es menor o igual que la constante Bp anterior. El razonamiento es el
siguiente:

Para h ∈ C(∞(T), como
∑

n∈Z |ĥ(n)| < ∞, se puede aplicar el teorema de convergencia
dominada y obtener

ĺım
N→∞

(S[0,N ]h)(x) = ĺım
N→∞

∑
n∈Z

a(n,N)ĥ(n)en(x) =
∑
n≥0

ĥ(n)en(x) = (Ah)(x) a.e. en T.

A continuación el lema de Fatou da

‖A(h)‖p =
∥∥ ĺım
N→∞

S[0,N ](h)
∥∥
p
≤ ĺım inf

N→∞
‖S[0,N ](h)‖p ≤ Bp‖h‖p

por hipótesis, y entonces A se puede extender por densidad a un operador (denotado igualmente
por A) acotado en todo Lp(T) con la misma norma.

De modo que se tiene

‖A(f)‖p ≤ Bp‖f‖p ∀f ∈ Lp(T) y aśı ‖A‖Lp(T)→Lp(T) ≤ Bp.

Ahora, [68, Corollary 2.5]1 (cf. también [51, eq.(6), p. 181]) asegura que

‖A‖Lp(T)→Lp(T) = cosec
(π
p

)
(1 < p <∞),

luego Bp ≥ cosec
(
π
p

)
. En particular es Bp > 1 si p 6= 2, como queŕıamos asegurar. Por otra

parte, del resultado análogo en dimensión 1 a la Proposición 4.6 se sigue que B2 = 1.

4.9 Nota. M. Riesz [97, I, §1–8] dio estimaciones para la norma Ap del operador “función
conjugada” H(f) = f̃ en Lp(T) (p > 1). Vio que A2 = 1 y que, si 1/p + 1/q = 1, entonces
Ap = Aq > 1. Stylianos Pichorides [93] dio el valor exacto Ap = tan

(
π
2p

)
si 1 < p ≤ 2,

Ap = cot
(
π
2p

)
si 2 ≤ p <∞.

Por otra parte, para todo p > 1 también se tiene ‖P+‖Lp(T)→Lp(T) = cosec
(
π
p

)
[68, Corollary

2.6]. De una representación como la que escribe Duoandikoetxea en [37, (3.9), p. 58] se deduce
que Bp ≤ Ap. Y es de comprobación inmediata que Ap ≤ 2 cosec

(
π
p

)
= 2‖P+‖Lp(T)→Lp(T).

Con el Lema 4.7 y la Proposición 4.8 ya tenemos los recursos suficientes para probar el
siguiente resultado en el contexto de Tω, que establece una nueva diferencia2 con lo que ocurre
en el caso finito-dimensional. La reconstrucción de la prueba es nuestra. Junto con la anterior
Proposición 4.6, completa la afirmación supδ>0 ‖SδR(f)‖p ≤ cp‖f‖p para toda f ∈ Lp(Tω) si y
solo si p = 2.

1El operador que se denota como P+ en esta referencia es el que nosotros hemos denotado como A.
2V. [39, 2.9.7].
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4.10 Proposición (JLR, 1977). Sea 1 < p <∞ y supongamos p 6= 2. Entonces,

sup
δ>0
‖SδR‖Lp(Tω)→Lp(Tω) = +∞.

Demostración. En la Proposición 4.8 se acaba de probar que, si p 6= 2, entonces

sup
I⊂Z

I intervalo finito

‖SI‖Lp(T)→Lp(T) = Bp > 1. (4.5)

Sea entonces p 6= 2 y sea d := Bp − 1 > 0. Por (4.5), existe un intervalo finito I0 ⊂ Z tal que
‖SI0‖Lp(T)→Lp(T) > 1 + d

2 . Recordemos que, actuando sobre una función f integrable en T,

SI0(f) = kI0 ∗ f donde kI0(x) =
∑
n∈I0

e2πinx (x ∈ T).

Vamos a ver que para todo M > 0 existe δ > 0 tal que ‖SδR‖Lp(Tω)→Lp(Tω) > M .

Primeramente consideremos lo siguiente. Sea n > 1. Si f ∈ Lp(Tn) e In0 = I0 ×
(n)
· · · × I0,

(SIn0 f)(x) =
∑
m∈In0

f̂(m)e2πim·x = (kn,I0 ∗ f)(x) (x ∈ Tn),

donde

kn,I0(x) :=
∑

m=(mj)∈Zn
mj∈I0

e2πim·x =

( ∑
m1∈I0

e2πim1x1

)
· · ·
( ∑
mn∈I0

e2πimnxn

)

= kI0(x1) · · · kI0(xn) =
(
kI0 ⊗

(n)
· · · ⊗ kI0

)
(x), (x ∈ Tn).

Aplicando el Lema 4.7 concluimos que se verifica

‖SIn0 ‖Lp(Tn)→Lp(Tn) = ‖SI0‖nLp(T)→Lp(T). (4.6)

Ahora, dado M > 0 existe n0 ∈ N tal que
(
1 + d

2

)n0 > M . Y, de acuerdo con (4.6), para cada
n > n0 existe una función g(n) ∈ Lp(Tn) con ‖g(n)‖p = 1 y tal que∥∥SIn0 (g(n))

∥∥
Lp(Tn)

> ‖SI0‖
n
Lp(T)→Lp(T) −

(d
2

)n
>
(

1 +
d

2

)n
−
(d

2

)n
>
(

1 +
d

2

)n−1
≥
(

1 +
d

2

)n0

.

Pues bien, para cada n > n0 podemos considerar la función definida en Tω, sólo dependiente de
las n primeras variables,

f(n)(x) := g(n)(x1, . . . , xn) (x ∈ Tω).

Se tiene
‖f(n)‖Lp(Tω) = ‖g(n)‖Lp(Tn) = 1

y además se cumple ∥∥∥SIn0 ×∏∞j=n+1{0}(f(n))
∥∥∥
Lp(Tω)

=
∥∥SIn0 (g(n))

∥∥
Lp(Tn)

> M.

Llamemos R
(n)
0 al rectángulo finito In0 ×

∏∞
j=n+1{0} de Z∞. Existe δ

(n)
0 > 0 tal que δ

(n)
0 R ⊃ R(n)

0 .
Consideremos el polinomio trigonométrico que queda bien definido por

β(n)(x) :=
∑
m̄∈Z∞

χ
R

(n)
0

(m̄)f̂(n)(m̄)e2πim̄·x = S
R

(n)
0

(f(n)) (x ∈ Tω);
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se verifica

S
δ
(n)
0 R

(β(n)) = β(n) = S
R

(n)
0

(f(n))

y, por consiguiente, ∥∥∥S
δ
(n)
0 R

(β(n))
∥∥∥
Lp(Tω)

=
∥∥∥S

R
(n)
0

(f(n))
∥∥∥
Lp(Tω)

> M,

lo que termina la demostración.

4.1.2. El multiplicador del “primer cuadrante” de Tω

En primer lugar, en la proposición siguiente, cuyo enunciado es el de [52, Ex. 4.1.3] (v. también
[90, Ex. 3.7, p. 68-69]), recordamos un resultado estándar (v. [111, IV, §4], [41, Thm. 6.6.3]).
Y vamos a reducir la prueba, haciendo uso de una relación que generaliza (4.4) a dimensión
n ∈ N, a ver que para todo p, 1 < p < ∞, la función caracteŕıstica del “primer cuadrante” de
Tn, χ(0,+∞)n , es un multiplicador de Lp(Tn) en śı mismo.

4.11 Proposición. Sea 1 < p < ∞. Para cada 1 ≤ j ≤ n sea Ij ⊂ R un intervalo (no
necesariamente finito), y sea R = I1 × · · · × In. Escribamos em(x) := e2πim·x, para m ∈ Zn y
x ∈ Tn. Se define el operador proyección, o suma parcial, rectangular, para toda h ∈ C(∞(Tn),
por

(SRh)(x) :=
∑

m=(mj)∈Zn

( n∏
j=1

χIj (mj)
)
ĥ(m)em(x) (x ∈ Tn).

Entonces, este operador admite una extensión a un operador acotado de Lp(Tn) en śı mismo
con norma independiente de los intervalos Ij, es decir, el operador extendido, que se denota de
igual modo, verifica

‖SR(f)‖p ≤ cp · ‖f‖p ∀f ∈ Lp(Tn).

Demostración. Para h ∈ C(∞(Tn) se define el operador proyección de Riesz, en versión n-
dimensional, por

(P
(n)
+ h)(x) :=

∑
m=(mj)∈Zn

( n∏
j=1

χ(0,+∞)(mj)
)
ĥ(m)em(x) =

∑
m∈Zn

mj>0 ∀j=1,...,n

ĥ(m)em(x) (x ∈ Tn).

Para n = 1, como ya hemos indicado antes en la prueba de la Proposición 4.8, a partir del

teorema de Riesz se demuestra que el operador P+ := P
(1)
+ es acotado de Lp(T) en śı mismo.

Denotemos por κ := ‖P+‖Lp(T)→Lp(T)
3. Procedemos entonces por inducción (v. [52, Thm. 4.1.8]).

Para n ≥ 1 suponemos que P
(n−1)
+ es acotado de Lp(Tn−1) en śı mismo, con norma κ(n−1) =

κn−1. Sea f ∈ C(∞(Tn). Para cada x′ = (x2, . . . , xn) ∈ Tn−1 fijo queda definida una función
gx′ ∈ C(∞(T) por

gx′(x1) =
∑
m1∈Z

[ ∑
m′∈Zn−1

m′=(m2,...,mn)

χ(0,+∞)n−1(m′)em′(x
′)f̂(m1,m

′)

]
em1(x1)

=
∑

m′∈Zn−1

χ(0,+∞)n−1(m′)em′(x
′)
[ ∑
m1∈Z

f̂(m1,m
′)em1(x1)

]
3Ya hemos dicho antes que κ = cosec

(
π
p

)
.
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(F)
=

∑
m′∈Zn−1

χ(0,+∞)n−1(m′)em′(x
′)
[∫

Tn−1

f(x1, y
′)em′(y′) dy

′
]

=
∑

m′∈Zn−1

χ(0,+∞)n−1(m′)em′(x
′) · f̂x1(m′) =

(
P

(n−1)
+ fx1

)
(x′),

siendo fx1 ∈ C(∞(Tn−1) la función definida por fx1(x′) = f(x1, x
′).

El paso que hemos señalado aqúı arriba con (F) se justifica como sigue:

∑
m1∈Z

f̂(m1,m
′)em1(x1) =

∑
m1∈Z

em1(x1)

∫
Tn
f(y1, y

′)e(m1,m′)(y1, y′) dy1 dy
′

=

∫
Tn−1

em′(y′) dy
′
(∑
m1∈Z

em1(x1)

∫
T
f(y1, y

′)em1(y1) dy1

)
=

∫
Tn−1

em′(y′) dy
′
(∑
m1∈Z

em1(x1)f̂(·, y′)(m1)

)
=

∫
Tn−1

em′(y′)f(x1, y
′) dy′,

esto último por el teorema 1-dimensional de inversión de la transformada de Fourier.

Para (x1, x
′) ∈ Tn arbitrario se tiene

(
P

(n)
+ f

)
(x1, x

′) =
∑
m1∈Z

χ(0,∞)(m1)

[ ∑
m′∈Zn−1

m′=(m2,...,mn)

χ(0,+∞)n−1(m′)em′(x
′)f̂(m1,m

′)

]
em1(x1)

=
∑
m1∈Z

χ(0,∞)(m1)ĝx′(m1)em1(x1) =
(
P+gx′

)
(x1),

de modo que, entonces, aplicando el teorema de Tonelli, la acotación para n = 1 y la hipótesis
de inducción,

‖P (n)
+ f‖pp =

∫
Tn−1

∫
T

∣∣∣(P (n)
+ f

)
(x1, x

′)
∣∣∣p dx1 dx

′

=

∫
Tn−1

∫
T

∣∣∣(P (n)
+ gx′

)
(x1)

∣∣∣p dx1 dx
′

≤ κp
∫
Tn−1

∫
T
|gx′(x1)|p dx1 dx

′

= κp
∫
T

∫
Tn−1

∣∣∣(P (n−1)
+ fx1

)
(x′)

∣∣∣p dx′ dx1

≤ κp · κp(n−1)

∫
T

∫
Tn−1

∣∣fx1(x′)
∣∣p dx′ dx1

= κnp
∫
Tn
|f(x)|p dx

=
(
κn‖f‖p

)p
,

como queŕıamos probar. Por densidad, la misma acotación sirve para el operador extendido a

todo Lp(Tn) que se denota también como P
(n)
+ .
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Sea c = (cj) ∈ Rn. Para f ∈ C(∞(Tn) podemos considerar el operador P
(n)
+ “desplazado”

definido como

(Tcf)(x) :=
∑

m=(mj)∈Zn

( n∏
j=1

χ(cj ,+∞)(mj)
)
f̂(m)em(x) = ec(x) ·

(
P

(n)
+ (ec f)

)
(x).

Para cada j = 1, . . . , n, sea Ij = [aj , bj ], con −∞ ≤ aj < bj ≤ ∞, y R = I1× · · ·× In. Se verifica

(
SRf

)
(x) =

1∑
δ1=0

· · ·
1∑

δn=0

(−1)δ0+···+δn(T(δ1(a1−1)+(1−δ1)b1,...,δn(an−1)+(1−δn)bn)f
)
(x) (x ∈ Tn).

Y de aqúı se sigue ya que, para 1 < p <∞,

‖SR‖Lp(Tn)→Lp(Tn) ≤ 2n ·
∥∥∥P (n)

+

∥∥∥
Lp(Tn)→Lp(Tn)

≤ (2κ)n,

cota independiente del rectángulo R.

La situación en el caso de Tω en cambio es completamente diferente. Sea Γ := {n̄ = (nk) ∈
Z∞ : nk ≥ 0}. De acuerdo con la Proposición 4.10 y con la equivalencia que probamos a conti-
nuación, la función caracteŕıstica χΓ solo es un multiplicador de Lp(Tω) para p = 2.

4.12 Proposición. [101, p. 239] Sea 1 < p <∞. Sea Γ = {n̄ = (nk) ∈ Z∞ : nk ≥ 0}. Pongamos
en̄(x) = e2πin̄·x, x ∈ Tω. Considerar el operador PΓ definido (en el sentido de L2(Tω)) por

PΓf(x) :=
∑
n̄∈Z∞

χΓ(n̄)f̂(n̄)en̄(x) (f ∈ L2(Tω) ∩ Lp(Tω)).

Entonces, la función caracteŕıstica χΓ es un multiplicador de Lp(Tω), es decir, el operador
PΓ se extiende a Lp(Tω) como un operador acotado de Lp(Tω) en śı mismo, si y solo si
supδ>0 ‖SδR‖Lp(Tω)→Lp(Tω) <∞.

Demostración. ⇐ Supongamos que para todo δ > 0 se verifica ‖SδR‖Lp(Tω)→Lp(Tω) ≤ cp ∈ R+

donde cp no depende de δ. Para h ∈ D(Tω) (espacio de las funciones ciĺındricas, recordar la
Definición 1.29, funciones dependientes de un número finito de variables, y de clase C(∞(Tω))
queda bien definido (puntualmente) el operador PΓ por

(PΓ(h))(x) :=
∑
n̄∈Z∞

χΓ(n̄)ĥ(n̄)en̄(x) (x ∈ Tω),

ya que
∑

n̄∈Z∞ |ĥ(n̄)| <∞ como vimos en la Proposición 1.32. Veamos ahora que se tiene

sup
h∈D(Tω)
‖h‖p=1

‖PΓ(h)‖Lp(Tω) ≤ cp (4.7)

y que, por lo tanto, PΓ se puede extender a un operador acotado de Lp(Tω) en śı mismo (que se
seguirá denotando por PΓ).

Dado δ > 0, recordemos la Definición (4.1): δR = {n̄ ∈ Z∞ : −δck ≤ nk ≤ δck para todo k},
donde (ck)

∞
k=1 era cierta sucesión fija que tiende a 0. Entonces va a existir un número natural

N tal que δck < 1 ∀k > N y por lo tanto

δR =
∞∏
j=1

Ij con Ij = [−dj , dj ] = [−δcj , δcj ] ∩ Z.
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Aśı que va a ser Ij = {0} ∀j > N , y de este modo la sucesión definida como d̄ := (dj) pertenece
al grupo Z∞ por ser finitamente no nula.

Sea R] = {n̄ = (nk) ∈ Z∞ : 0 ≤ nk ≤ 2ck para todo k}, de manera que δR] = {n̄ ∈ Z∞ : 0 ≤
nk ≤ 2dk}. Veamos que

sup
δ>0
‖SδR‖Lp(Tω)→Lp(Tω) <∞ si y solo si sup

δ>0
‖SδR]‖Lp(Tω)→Lp(Tω) <∞. (4.8)

Para todo d̄ = (d1, d2, . . .) ∈ Z∞ se verifica∑
−dj≤mj≤dj

ĥ(m̄)em̄ =
∑

0≤mj≤2dj

ĥ(m̄− d̄)em̄−d̄ = e−d̄
∑

0≤mj≤2dj

(̂hed̄)(m̄)em̄. (4.9)

Por consiguiente para cada δ > 0 y con cierto d̄ ∈ Z∞ que depende de δ se tiene, aplicando (4.9),

(SδRh)(x) = e−d̄ ·
(
SδR](hed̄)

)
(x) (x ∈ Tω)

(notar que, para cada δ > 0, hed̄ ∈ D(Tω) por ser d̄ ∈ Z∞). De modo que si se supone
‖SδR(h)‖p ≤ cp para h ∈ D(Tω) con ‖h‖p = 1, entonces se tiene, con cierto d̄ ∈ Z∞ que
depende de δ, ‖SδR](hed̄)‖p ≤ cp, siendo también ‖hed̄‖p = 1. Y rećıprocamente.

Definamos ahora

a(n̄, δ) :=

{
1 si 0 ≤ nj ≤ 2dj ,

0 en otro caso.

Para h ∈ D(Tω) es SδR]h(x) =
∑

n̄∈Z∞ a(n̄, δ)ĥ(n̄)en̄(x). Aplicando el teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue, lo que es posible por ser ĥ(n̄) ∈ L1(Z∞), se deduce

ĺım
δ→∞

∑
n̄∈Z∞

a(n̄, δ)ĥ(n̄)en̄(x) =
∑
n̄∈Z∞

χΓ(n̄)ĥ(n̄)en̄(x) = (PΓh)(x) a.e.,

y finalmente (como en [52, Thm. 4.1.1]) el lema de Fatou da

‖PΓh‖p =
∥∥ ĺım
δ→∞

SδR](h)
∥∥
p
≤ ĺım inf

δ→∞
‖SδR](h)‖p ≤ cp‖h‖p,

que es (4.7).
⇒ Ahora suponemos que χΓ es un multiplicador de Lp(Tω), es decir, que existe una constante

κp tal que
‖PΓ(f)‖p ≤ κp‖f‖p ∀f ∈ Lp(Tω). (4.10)

Para cada función h ∈ D(Tω) fija se tiene, por el teorema de la convergencia dominada en Z∞
(medida de contar), ∑

n̄∈Γ

ĥ(n̄)en̄(x) = ĺım
δ→∞

∑
n̄∈δR]

ĥ(n̄)en̄(x),

es decir, (PΓh)(x) = ĺımδ→∞(SδR]h)(x) a.e. x ∈ Tω, donde, como antes,

R] = {n̄ = (nk) ∈ Z∞ : 0 ≤ nk ≤ 2ck para todo k}.

Entonces, por convergencia dominada en Tω,

ĺım
δ→∞

‖SδR]h‖p = ‖PΓh‖p ≤ κp‖h‖p.

Por tanto ‖SδR]h‖p ≤ C
]
h,p‖h‖p, donde la constante C]h,p no depende de δ. Aplicando el teorema

de Banach-Steinhaus se sigue que se cumple

‖SδR]h‖p ≤ C]p‖h‖p ∀h ∈ D(Tω).
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Teniendo en cuenta (4.8), también se cumple

‖SδRh‖p ≤ Cp‖h‖p ∀h ∈ D(Tω)

con otra constante Cp independiente de δ y de h. Por un argumento estándar de densidad4 se
deduce que ‖SδRf‖p ≤ Cp‖f‖p para toda f ∈ Lp(Tω) (conservamos la notación para la extensión
única del operador), de donde ya se concluye

sup
δ>0
‖SδR‖Lp(Tω)→Lp(Tω) <∞.

4.13 Nota. Acabamos de ver que la función caracteŕıstica χΓ solo es un multiplicador cuando
p = 2. Cerraremos esta sección con algún comentario más en este sentido. El grupo Z∞ dual
de Tω es un grupo ordenado en el sentido de [102, 8.1]. De hecho, el semigrupo P = Υ+ ∪ {0̄},
donde

Υ+ = {(nk) ∈ Z∞ : n1 > 0 ∨ (n1 = 0 ∧ n2 > 0) ∨ · · · }
induce en Z∞ un orden lexicográfico5. Una generalización del teorema de M. Riesz debida a S.
Bochner [102, Thm. 8.7.2] asegura entonces que en particular la función caracteŕıstica χΥ+ es
un multiplicador de Lp(Tω) para todo p, 1 < p <∞, es decir, que si f ∈ Lp(Tω), entonces χΥ+ f̂
es la transformada de Fourier de una función Φ(f) en Tω y se cumple ‖Φ(f)‖p ≤ Ap‖f‖p con
constante Ap independiente de f .

De la misma manera, un subconjunto S ⊂ Z∞ se denomina un semi-espacio [61, §3] si (1)
0̄ /∈ S, (2) n̄ ∈ S ⇔ −n̄ ∈ S (n̄ 6= 0̄) y (3) S + S ⊂ S. Si S es un semi-espacio de Z∞, S define
un orden arquimediano en Z∞ si se consideran como elementos positivos los pertenecientes a S,
y una nueva aplicación del mismo teorema [102, Thm. 8.7.2] asegura que χS es un multiplicador
de Lp(Tω) (1 < p <∞).

4.2. Convergencia de sumas parciales SδR en la norma de Lp̄(Tω)

En esta sección, repitiendo esencialmente la secuencia principal de resultados de la sección
anterior, vamos a tratar de dar una demostración desarrollada del primer apartado6 del siguiente
resultado, un resultado del mismo tipo que el que constituyen conjuntamente las Proposiciones
4.6 y 4.10 de la sección anterior y que JLR establećıa “en búsqueda de resultados positivos
[de convergencia en norma de series de Fourier de infinitas variables] menos obvios”, con unas
indicaciones para su prueba, en [101]. En la carta de 1977 (v. Figura 6) ya nos adelantaba este
resultado y la manera de probarlo. En su contexto es p̄ = (p1, p2, . . . , pk, . . .) con 1 ≤ pk ≤ ∞, y
nosotros vamos a considerar que los espacios Lp̄(Tω) “análogos a los espacios de norma mixta
de Benedek-Panzone con un paso al ĺımite” son los JLR-espacios de norma mixta que se han
definido y estudiado en el Caṕıtulo 3 de esta memoria. Escrib́ıa JLR en [101, p. 238-239]:

Teorema 1: a) Los operadores (SδR) son uniformemente acotados en Lp̄(Tω) (equivalente-
mente ĺımδ→∞ ‖SδRf − f‖p̄ = 0 para cada f ∈ Lp̄) si y solo si

∑
k |pk − 2| <∞.

b) Si
∑
pk<2(2 − pk) = ∞, existe una función f ∈ Lp̄ tal que, cuando δ → ∞, (SδRf) es

divergente en medida.

La acotación uniforme de (SδR) equivale a la existencia de un operador acotado SΓ asociado
al multiplicador χΓ con Γ = {n̄ ∈ Z∞ : nk > 0}. La primera parte se obtiene expresando la
norma de SΓ como producto de las normas de las transformadas de Hilbert en Lpk(T) (v.
[93]). La segunda parte se deduce del mismo argumento junto con una versión adecuada del
teorema de Stein (v. [109]).

4V. por ejemplo [112, Ch. 1, Proposition 5.4].
5Este orden es no arquimediano, pues si consideramos por ejemplo n̄1 = (1, 0, 0, . . .) y n̄2 = (0, 1, 0, . . .), se

verifica n̄1 > n̄2, pero no existe ningún m ∈ N tal que sea mn̄2 > n̄1.
6Dejamos el segundo apartado para la siguiente sección.
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En primer lugar, el resultado análogo a la Proposición 4.5 en este caso se cumple igual ya que
Lp̄(Tω) es un espacio de Banach:

4.14 Proposición. Sea 1 ≤ p̄ < ∞. Se tiene ‖SδR(f) − f‖p̄ → 0 cuando δ → ∞ para toda
f ∈ Lp̄(Tω) si y solo si supδ>0 ‖SδR(f)‖p̄ ≤ cp̄,R‖f‖p̄ para toda f ∈ Lp̄(Tω) con una constante
cp̄,R independiente de f .

Seguimos con un lema análogo al Lema 4.7 en el caso de espacios de norma mixta de Benedek-
Panzone:

4.15 Lema. Sea n ∈ N y 1 ≤ p̄ = (p1, . . . , pn) <∞. Para cada j = 1, . . . , n supongamos que
el operador Tj : L0(T) → L0(T) definido por Tj(f) := κj ∗ f con κj ∈ L1(T) sea un operador
acotado en Lpj (T) con norma ‖Tj‖Lpj (T)→Lpj (T) =: ‖Tj‖pj <∞.

Consideramos el operador T (n) : Lp̄(Tn)→ Lp̄(Tn) definido por

T (n)(f) := (κ1 ⊗ · · · ⊗ κn) ∗ f, f ∈ Lp̄(Tn).

Entonces, se tiene que T (n) es acotado y su norma es

‖T (n)‖Lp̄(Tn)→Lp̄(Tn) =

n∏
j=1

‖Tj‖pj .

Demostración. Lo probamos por inducción en n. Para n = 1 se verifica por hipótesis y de hecho
[40, I, 3.1.6] se tiene ‖T1‖p1 ≤ ‖κ‖1.

Supongamos el lema cierto para n−1 con n ≥ 2. En lo que sigue será entonces p̄ = (p1, . . . , pn).
Nos vamos a limitar a considerar funciones del subespacio vectorial Sp̄(Tn) ⊂ Lp̄(Tn) (recordar la
Definición 3.23 en el caso Tω) engendrado por las funciones de la forma f(x) = f1(x1) · · · fn(xn)
con fj ∈ Lpj (T) para cada j = 1, . . . , n. Este subespacio es denso en Lp̄(Tn) como se deduce de
un argumento como el desarrollado en la Proposición 3.24 del caṕıtulo anterior junto con [10,
§5, a)].

Sea f ∈ Sp̄(Tn). Usamos a continuación la notación x = (x′, xn) para los puntos de Tn, donde
x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Tn−1.

Abreviamos con κ(n−1)(x′) := (κ1 ⊗ · · · ⊗ κn−1)(x′) = κ1(x1) · · ·κn−1(xn−1). Denotando
además f ′(x′) = f1(x1) · · · fn−1(xn−1) se tiene, aplicando el teorema de Fubini,

(T (n)f)(x′, xn) =
(
(κ(n−1) ⊗ κn) ∗ f

)
(x′, xn)

=

∫
Tn
κ(n−1)(y′)κn(yn)f ′(x′ − y′)fn(xn − yn) dy′ dyn

=

(∫
Tn−1

κ(n−1)(y′)f ′(x′ − y′) dy′
)
·
(∫

T
κn(yn)fn(xn − yn) dyn

)
= (T (n−1)f ′)(x′) · (Tnfn)(xn).

Entonces, aplicando la hipótesis de inducción resulta

‖T (n)f‖p̄ =

(∫
T
‖T (n−1)f ′‖pn(p1,...,pn−1) · |Tnfn(xn)|pn dxn

) 1
pn

= ‖T (n−1)f ′‖(p1,...,pn−1) · ‖Tnfn‖pn

≤
(n−1∏
j=1

‖Tj‖pj
)
‖f ′‖(p1,...,pn−1) · ‖Tn‖pn‖fn‖pn

=

( n∏
j=1

‖Tj‖pj
)
‖f‖p̄,
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luego se verifica ‖T (n)‖Sp̄(Tn)→Lp̄(Tn) ≤
∏n
j=1 ‖Tj‖pj .

Veamos que también se cumple ‖T (n)‖Sp̄(Tn)→Lp̄(Tn) ≥
∏n
j=1 ‖T‖pj , de donde se sigue la igual-

dad requerida para la norma del operador restringido al subespacio denso Sp̄(Tn). A partir de
esto, el argumento estándar de densidad ya citado asegura que la extensión única del opera-
dor T (n) a todo el espacio Lp̄(Tn) como operador acotado tiene la misma norma, y el lema
quedará probado.

Dentro del proceso de inducción, y abreviando ahora con p̄′ = (p1, . . . , pn−1), estamos supo-
niendo también que se cumple, en particular,

‖T (n−1)‖Sp̄′ (Tn−1)→Lp̄′ (Tn−1)
def
= sup

g′∈Sp̄′ (Tn−1)

‖g‖p̄′=1

{
‖T (n−1)g′‖p̄′

}
=

n−1∏
j=1

‖Tj‖pj .

Por el lema para n = 1 y esta hipótesis inductiva, dado ε > 0 existen f ′ε ∈ Sp̄
′
(Tn−1) y

gε ∈ Lpn(T) tales que ‖f ′ε‖Lp̄′ (Tn−1) = ‖gε‖Lpn (T) = 1, ‖T (n−1)(f ′ε)‖p̄′ >
(∏n−1

j=1 ‖Tj‖pj
)
− ε y

‖Tn(gε)‖pn > ‖Tn‖pn − ε.
Se considera entonces la función Fε(x

′, xn) = (f ′ε ⊗ gε)(x
′, xn) = f ′ε(x

′)gε(xn). Se tiene
‖Fε‖Lp̄(Tn) = ‖f ′ε‖Lp̄′ (Tn−1) · ‖gε‖Lpn (T) = 1. Además,

(T (n)Fε)(x
′, xn) = (T (n−1)f ′ε)(x

′) · (Tngε)(xn).

Por tanto

‖T (n)‖Sp̄(Tn)→Lp̄(Tn) ≥ ‖T (n)(Fε)‖p̄
= ‖T (n−1)(f ′ε)‖p̄′ · ‖Tn(gε)‖pn

>

((n−1∏
j=1

‖Tj‖pj
)
− ε
)
· (‖Tn‖pn − ε) ,

y de la arbitrariedad de ε > 0 se concluye que es

‖T (n)‖Sp̄(Tn)→Lp̄(Tn) ≥
n∏
j=1

‖Tj‖pj

como nos quedaba por demostrar.

Al tratar de reconstruir por nuestra parte una prueba de [101, Teorema 1: a)] que da,
de acuerdo con la Proposición 4.14, una condición necesaria y suficiente para que las sumas
parciales SδR(f) de la serie de Fourier de toda función f ∈ Lp̄(Tω) converjan a la función
f en Lp̄(Tω) cuando δ → ∞ hemos encontrado que deb́ıamos sustituir la condición necesaria∑

k |pk−2| <∞ original por la de menos alcance, y de la que no sabemos asegurar la suficiencia,∑
k |pk − 2|2 <∞.7 Probaremos entonces:

4.16 Proposición (JLR, 1980). Sea 1 ≤ p̄ = (pk) <∞. Se tiene

(a)
∑

k |pk − 2| <∞ =⇒ supδ>0 ‖SδR‖Lp̄(Tω)→Lp̄(Tω) <∞.

(b) supδ>0 ‖SδR‖Lp̄(Tω)→Lp̄(Tω) <∞ =⇒
∑

k |pk − 2|2 <∞.
7Recordemos la notación sup I⊂Z

I intervalo finito
‖SI‖Lp(T)→Lp(T) =: Bp usada en la Proposición 4.8. No sabemos

asegurar la suficiencia de la condición anotada porque solo sabemos que Bp ≥ cosec(π/p) (p > 1), de manera
que

∏∞
k=1 cosec

(
π
pk

)
< ∞, que es equivalente a aquella condición, no implica

∏∞
k=1 Bpk < ∞ que es lo que

necesitaŕıamos.
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Demostración. (a) La condición
∑

k |pk − 2| < ∞ es equivalente8 a
∏∞
k=1Apk < ∞, donde Apk

son las constantes de M. Riesz-Pichorides que han quedado definidas en la anterior Nota 4.9).
Recordemos también la notación sup I⊂Z

I intervalo finito
‖SI‖Lp(T)→Lp(T) =: Bp usada en la Proposición

4.8, y que se cumple Bp ≤ Ap para todo p > 1.
De la condición supuesta se deduce en particular que es supk pk <∞. Entonces el subespacio

D(Tω) de las funciones ciĺındricas infinitamente derivables es denso en Lp̄(Tω)9.
Sea f ∈ D(Tω). La función f es ciĺındrica, dependiente solo de un número finito de variables,

de modo que existe n ∈ N tal que f(x) = f(x1, . . . , xn) para todo x ∈ Tω. Sea R un rectángulo
finito de Z∞ predefinido y sea δ > 0 fijo. Si (δR)(n denota la proyección del rectángulo finito
δR ⊂ Z∞ sobre el grupo Zn de las n primeras coordenadas, se tiene SδR(f) = S(δR)(n

(f) y, de
acuerdo con el Lema 4.15,

‖SδR(f)‖p̄ ≤ ‖S(δR)(n
(f)‖p̄n ≤

( n∏
j=1

Bpj

)
‖f‖p̄n =

( n∏
j=1

Bpj

)
‖f‖p̄ ≤

( ∞∏
j=1

Apj

)
‖f‖p̄,

donde hemos denotado p̄n = (p1, . . . , pn). De esto se sigue que

sup
δ>0
‖SδR‖D(Tω)→Lp̄(Tω) ≤

∞∏
k=1

Apk <∞

y, por un argumento de densidad, que

sup
δ>0
‖SδR‖Lp̄(Tω)→Lp̄(Tω) ≤

∞∏
k=1

Apk <∞.

(b) Supongamos
∑∞

k=1(pk − 2)2 = +∞. Equivalentemente10 será
∏∞
k=1 cosec

(
π
pk

)
= +∞. Re-

cordando de nuevo la notación sup I⊂Z
I intervalo finito

‖SI‖p→p =: Bp y de acuerdo con la Proposición

4.8, se tendrá entonces también
∏∞
k=1Bpk = +∞, ya que alĺı vimos que era Bp ≥ cosec

(
π
p

)
para

todo p > 1. Dado M > 0 existe entonces N0 = N0(M) ∈ N tal que
∏N0
k=1Bpk > M .

Por otro lado, sean N ≥ 1 entero y ε > 0 arbitrarios. Para cada j = 1, . . . , N existe un

intervalo finito I
(j)
ε ⊂ Z tal que ‖S

I
(j)
ε
‖Lpj (T)→Lpj (T) > Bpj − ε. Sea I

(N)
ε :=

∏N
j=1 I

(j)
ε , que es un

rectángulo finito de ZN . Aplicando el Lema 4.15 tenemos que se verifica

sup
I(N)⊂ZN

I(N) rectángulo finito

‖SI(N)‖Lp̄N (TN )→Lp̄N (TN )
≥ ‖S

I
(N)
ε
‖
Lp̄N (TN )→Lp̄N (TN )

=

N∏
j=1

‖S
I

(j)
ε
‖Lpj (T)→Lpj (T) >

N∏
j=1

(Bpj − ε).

Por la arbitrariedad de ε se tiene

sup
I(N)⊂ZN

I(N) rectángulo finito

‖SI(N)‖Lp̄N (TN )→Lp̄N (TN )
≥

N∏
j=1

Bpj .

8[75, VII §28, Thm. 3]. Se tiene Ap − 1 =
√

2 sin
(π|2−p|

4p

)
·máx

{
sec( π

2p
), cosec( π

2p
)
}

(p > 1).
9Es denso en Sp̄(Tω) (condición C.13) de [3, p. 151]) que a su vez es denso en Lp̄(Tω) según la Proposición 3.24.

10Por el criterio de comparación por ĺımite
∑∞
k=1(pk − 2)2 < ∞ si y solo si

∑∞
k=1

{
cosec

(
π
pk

)
− 1

}
=∑∞

k=1 2 cosec
(
π
pk

)
sin2

(π(pk−2)
4pk

)
< ∞, que a su vez se cumple si y solo si

∏∞
k=1 cosec

(
π
pk

)
< ∞. Entonces (por

reducción al absurdo en cada implicación)
∑∞
k=1(pk − 2)2 =∞ si y solo si

∏∞
k=1 cosec

(
π
pk

)
=∞.
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Ahora volviendo arriba, si N ≥ N0 se tiene

sup
I(N)⊂ZN

I(N) rectángulo finito

‖SI(N)‖Lp̄N (TN )→Lp̄N (TN )
≥

N∏
j=1

Bpj ≥
N0∏
j=1

Bpj > M

y por tanto existen un rectángulo finito I
(N)
0 ⊂ ZN y una función g(N) ∈ Lp̄

N
(TN ) tales que

‖g(N)‖p̄N = 1 y ‖S
I

(N)
0

(g(N))‖p̄N > M .

Sea f(N)(x) := g(N)(x(N ), x = (x(N , x
(N ) ∈ Tω con nuestra notación usual. Se tiene ‖f(N)‖p̄ =

‖g(N)‖p̄N = 1 y, poniendo R
(N)
0 := I

(N)
0 ×

∏∞
j=N+1{0}, que es un rectángulo finito de Tω,

‖S
R

(N)
0

(f(N))‖p̄ = ‖S
I

(N)
0

(g(N))‖p̄N > M.

Proseguimos ahora exactamente igual que al final de la prueba de la Proposición 4.10. En el
contexto de las sumas parciales de tipo SδR donde R es un rectángulo finito de Z∞ predefinido

y los rectángulos homotéticos δR cubren Z∞ cuando δ →∞, existirá δ
(N)
0 > 0 tal que δ

(N)
0 R ⊃

R
(N)
0 . Considerando el polinomio trigonométrico bien definido por

β(N)(x) :=
∑
m̄∈Z∞

χ
R

(N)
0

(m̄)f̂(N)(m̄)e2πim̄·x = S
R

(N)
0

(f(N)) (x ∈ Tω);

se verifica

S
δ
(N)
0 R

(β(N)) = β(N) = S
R

(N)
0

(f(N))

y, por consiguiente, ∥∥∥S
δ
(N)
0 R

(β(N))
∥∥∥
Lp̄(Tω)

=
∥∥∥S

R
(N)
0

(f(N))
∥∥∥
Lp̄(Tω)

> M.

Se sigue entonces que supδ>0 ‖SδR‖Lp̄(Tω)→Lp̄(Tω) =∞, como queŕıamos probar.

4.17 Nota. En su carta de 1977 JLR añad́ıa en este contexto la siguiente observación (v.
Figura 6):

CONJETURA: Para el (o los) p̄ ĺımite (que haga
∏∞
j=1Apj = ∞ pero por lo justo) cabe

esperar una condición de tipo (p̄, p̄)-débil. Esto generalizaŕıa el teorema de Kolmogorov y
probaŕıa la equicontinuidad de SRn [o bien, de los operadores SδR] de Lp̄ en Lq̄ (q̄ < p̄) y la
convergencia en Lq̄ de series de Fourier de funciones de Lp̄.

En 1923 Andrei N. Kolmogorov hab́ıa probado la desigualdad de tipo débil (1, 1) para el
operador función conjugada Hf = f̃ , f ∈ L1(T) [76, Th. I]. En el mismo trabajo Kolmogorov
presenta como consecuencias que para cada 0 < q < 1 fijo se tiene11 ‖Hf‖qq ≤ C

1−q‖f‖1 donde C
es una constante absoluta [76, Th. II] y además que ‖Snf − f‖q → 0 siendo Snf la suma parcial
n-ésima de la serie de Fourier de f ∈ L1(T) [76, Th. III].

Del cumplimiento de una condición (p̄, p̄)-débil como

sup
δ>0
‖SδR(f)‖wp̄ ≤ Cp̄‖f‖p̄ (4.11)

con Cp̄ independiente de δ para toda f ∈ Lp̄(Tω), siendo p̄ > 1, deduciŕıamos análogamente
como indicaba JLR, aplicando en nuestro caso la Proposición 3.45(v) y suponiendo para ello las
condiciones que deb́ıan satisfacerse alĺı, a saber 1 ≤ q̄ < p̄ < ∞ aśı como ı́nfk pk = p > 1 y

11Abreviamos a continuación con ‖Hf‖qq :=
∫
T |Hf(x)|q dx para 0 < q < 1.
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supk qk = Q < p, la equicontinuidad de los operadores SδR de Lp̄(Tω) en Lq̄(Tω), en concreto
que se tiene

sup
δ>0
‖SδR(f)‖q̄ ≤ Cp̄

(
p

p−Q

)1/Q

‖f‖p̄

para toda f ∈ Lp̄(Tω).

Dado que se verifica Ap = Aq para 1
p + 1

q = 1, se podŕıa cambiar en p̄ cada pk < 2 por

su conjugado sin alterar esa cierta condición de ser un “p̄ ĺımite que hace
∏∞
j=1Apj = ∞ por

lo justo”, y suponer entonces que 2 ≤ p̄. Como podemos suponer también que debe cumplirse
pk → 2 para k →∞, seŕıa p = ı́nfk pk = 2. Con ello las condiciones a suponer podŕıan reducirse,
por ejemplo, a las siguientes: 1 ≤ q̄ < 2 y supk qk = Q < 2. Y la conclusión se escribiŕıa

sup
δ>0
‖SδR(f)‖q̄ ≤ Cp̄

(
2

2−Q

)1/Q

‖f‖p̄.

Con las condiciones anteriores para q̄ y p̄, la convergencia en Lq̄(Tω) para δ →∞ de las sumas
parciales SδRf de la serie de Fourier de una función f ∈ Lp̄(Tω) se seguiŕıa del correspondiente
resultado análogo a la Proposición 4.14: ‖SδR(f)−f‖q̄ → 0 cuando δ →∞ para toda f ∈ Lp̄(Tω)
si y solo si supδ>0 ‖SδR(f)‖q̄ ≤ cp̄,q̄,R‖f‖p̄ con cp̄,q̄,R independiente de f .

Quizás para p̄ = (pk) tal que |pk − 2| = 1
k para todo k, que podŕıa ser un ejemplo de lo que

JLR pensaba cuando escrib́ıa “p̄ ĺımite que hace
∏∞
j=1Apj = ∞ por lo justo”, pueda probarse

la condición (4.11). Para nosotros el problema sigue estando abierto.

4.3. Convergencia casi por todo de las series de Fourier en Tω

Volvemos ahora al caso de los espacios Lp(Tω) usuales (1 ≤ p ≤ ∞). Como el propio JLR
escrib́ıa al comienzo de sus notas [100]12, dada una sucesión de operadores lineales Tn definidos
en un cierto espacio de Banach Lp(ν), la existencia en casi todo punto de ĺımn(Tnf)(x) para
toda función f ∈ Lp(ν) suele estudiarse a partir de una cierta acotación del operador maximal
asociado, definido por

T ∗f(x) := sup
n
|(Tnf)(x)|.

Recordemos que estamos denotando con L0(µ) el espacio de las funciones medibles en (X,µ).
En concreto se tiene el siguiente resultado ([100, p. 5-9], [54, p. 1-12], [50, p. 1-4]):

4.18 Teorema. Supongamos fijados espacios de medida σ-finitos (Y, ν), (X,µ) y una sucesión
de operadores lineales Tn : Lp(ν)→ L0(µ) con operador maximal T ∗. En el caso de ser finita la
medida ν y de existir un subespacio denso en Lp(ν) tal que existe ĺımn(Tnf)(x) a.e. para toda
función f del subespacio, las tres condiciones siguientes son equivalentes:

I) Se verifica T ∗f(x) <∞ a.e. para toda f ∈ Lp(ν),

II) El operador maximal T ∗ es acotado en medida, es decir, existe C(λ)→ 0 (λ→∞) tal que
µ({T ∗f > λ}) ≤ C(λ) siempre que ‖f‖p ≤ 1,

III) Existe ĺımn(Tnf)(x) a.e. para toda f ∈ Lp(ν).

En particular, el resultado clave para la prueba de la implicación II) ⇒ III) es el siguiente
([100, Teorema B, p. 7]; podemos leer una versión más próxima en [37, Th. 2.2, p. 27]):

12Que Miguel de Guzmán calificó como “a very lucid paper” [54, p. 29].
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4.19 Teorema. Si el operador maximal T ∗ es acotado en medida, entonces el subespacio

S = {f ∈ Lp(ν) | existe ĺım
n
Tnf(x) a.e. }

es cerrado.

Por otra parte, el importante teorema de Elias M. Stein [109, Thm. 1 y Corollaries, p. 148]
establece unas condiciones para que sea C(λ) = O(λ−p) (1 ≤ p <∞), caso en que se dice como
sabemos que el operador T ∗ es de tipo (p, p)-débil. En [100, p. 10] JLR da la siguiente versión
de ese resultado (v. también [50, p. 5-6]; [54, p. 24-25]):

4.20 Teorema de Stein. Sea G un grupo compacto con medida de Haar m, y sean Tn : Lp(m)→
L0(m) operadores lineales, continuos en medida e invariantes por traslaciones, i.e.

Tn(ft) = (Tnf)t (siendo ft(x) = f(tx)).

Sea T ∗f = supn |Tnf | el operador maximal asociado. Entonces, si 1 ≤ p ≤ 2, se tiene:

(i) Si T ∗f <∞ a.e. para toda f ∈ Lp(G), entonces T ∗ es de tipo (p, p)-débil, es decir, existe
una constante A (que es independiente de λ y de f) tal que para toda f ∈ Lp(G) y todo λ > 0
se cumple la desigualdad

µ {x : T ∗f(x) ≥ λ} ≤ A

λp

∫
G
|f |p dm. (4.12)

(ii) Si T ∗ no es de tipo débil (p, p), existe f ∈ Lp con T ∗f = +∞ a.e..

Como consecuencia de la Proposición 4.10, si p < 2 no cabe esperar resultados positivos de
convergencia en casi todo punto para las series de Fourier de funciones de Lp(Tω). JLR escrib́ıa
la demostración de este hecho en las ĺıneas finales del texto que se puede leer en la Figura 5.

4.21 Proposición (JLR, 1977). Si p es tal que 1 < p < 2, existe una función f ∈ Lp(Tω) tal
que cuando δ →∞, (SδR(f)) diverge en un subconjunto de Tω de medida positiva13.

Demostración. Sea p ∈ (1, 2). El argumento es por reducción al absurdo. Si ĺımδ→∞(SδRf)(x) =
f(x) a.e. para toda f ∈ Lp(Tω), también seŕıa ĺımδ→∞(SδRf)(x) = f(x) a.e. para toda f ∈
Lq(Tω) ∀q > p. Luego, por el Teorema 4.20, el operador maximal S∗f = supδ>0 |SδRf | seŕıa de
tipo (q, q)-débil para todo q tal que p ≤ q ≤ 2 y por lo tanto, por el teorema de interpolación de
Marcinkiewicz14, seŕıa de tipo (q, q)-fuerte, es decir, acotado, de Lq(Tω) en śı mismo, para todo
q tal que p < q < 2. De modo que se cumpliŕıa, para todo δ > 0,

‖SδRf‖q ≤ ‖S∗f‖q ≤ C‖f‖q

para toda f ∈ Lq(Tω) con la constante C independiente de f y de δ. Pero entonces la familia
de operadores (SδR)Lq→Lq estaŕıa uniformemente acotada, y eso está en contradicción con la
Proposición 4.10.

13En su versión [101, Teorema 1: b)] para espacios de norma mixta de un resultado análogo a éste, JLR no
dice “divergente en un conjunto de medida positiva” como nos parece lo más directo a partir del teorema de Stein,
sino “divergente en medida”. Es un detalle que nos queda por saber explicar todav́ıa.

14V. [123, XII,4]; [40, II, 13.8.1]; en un caso particular de este teorema se demuestra que, si un operador lineal
es de tipos débiles (p1, p1) y (p2, p2), 1 ≤ p1 < p2 ≤ ∞, entonces es de tipo (p, p)-fuerte para todo p, p1 < p < p2.
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4.3.1. JLR sobre convergencia a.e. de SδR(f) para f ∈ L2(Tω)

Limitado entonces a estudiar la convergencia puntual de las sumas parciales SδRf para fun-
ciones f ∈ L2(Tω), JLR [101] informaba de los siguientes resultados que hab́ıa obtenido:

Teorema 2: Existe f ∈ L2(Tω) tal que

ĺım sup
δ→∞

|SδRf(x)| = +∞ a.e..

En vista de este resultado negativo, buscamos conjuntos A en Z∞ tales que haya convergencia
casi por todo para las funciones del espacio

L2
A(Tω) = {f ∈ L2 : f̂(n̄) = 0 ∀n̄ /∈ A}.

Teorema 3: Para n̄ = (nk) ∈ Z∞, denotamos |n̄| = sup |nk|, #(n̄) = número de elementos
no nulos de (nk). Consideremos los subconjuntos de Z∞

A(m) = {n̄ = (nk) : |n̄| = sup
k≤m
|nk|},

B(m) = {n̄ = (nk) : #(n̄) ≤ m}.

Para toda f ∈ L2
A(m) y para toda f ∈ L2

B(m) se verifica

ĺım
δ→∞

SδRf(x) = f(x) a.e..

En ambos casos se trata de obtener la acotación

[∗] ‖(sup
δ
|SδRf |)‖2 ≤ C‖f‖2 (f ∈ L2

A).

En el caso de A(m) esto se consigue con una adaptación del método de Fefferman (o de
Tevzadze) en dos variables [44]. Para B(m) hay que usar inducción sobre m con un cierto
argumento combinatorio, comenzando por probarlo para B(1). Las funciones de L2

B(1) son
del tipo

f(x) =
∑

1≤k≤∞

fk(xk) en ‖ · ‖2, con fk ∈ L2(T),

y [∗] se obtiene a partir de la acotación del operador maximal en una variable [28] y de
argumentos de independencia análogos a los de la desigualdad de Kolmogorov para la ley
fuerte de los grandes números [101, p. 239-240].

No sabemos dar una demostración del Teorema 2. Este teorema contesta negativamente a la
cuestión acerca de la posible convergencia a.e. de las sumas parciales rectangulares de las series
de Fourier en L2(Tω), una cuestión que en 1977 el propio JLR calificaba como “muy dif́ıcil”
(v. Figura 5, última ĺınea). Parece ser que poco tiempo después ya hab́ıa conseguido, o bien
encontrar directamente una función como la que se estipula en el enunciado, quizás en el estilo
de [43] o de [113, p. 268], o bien probar que el operador maximal S∗ no es de tipo débil (2, 2),
lo que daŕıa la conclusión por contradicción usando el teorema de Stein.

Nos conformaremos con tratar de probar el curioso Teorema 3 siguiendo las instrucciones que
dejó su autor. Lo separaremos en dos resultados, comenzando por el caso del conjunto indicial
A(m).

4.22 Teorema. Para cada n̄ = (nk) ∈ Z∞, sea |n̄| = máx |nk|. Sea m ∈ N fijo. Se considera el
subconjunto de Z∞

A(m) = {n̄ = (nk) ∈ Z∞ : |n̄| = máx
1≤k≤m

|nk|}.

Sea L2
A(m)(T

ω) = {f ∈ L2(Tω) : f̂(n̄) = 0 si n̄ /∈ A(m)}. Sea R un rectángulo finito en Z∞

como en (4.1),
R = {n̄ ∈ Z∞ : − ck ≤ nk ≤ ck para todo k},
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siendo (ck) una sucesión fija que tiende a cero. Entonces, para toda f ∈ L2
A(m)(T

ω) se tiene

ĺım
δ→∞

SδRf(x) = f(x) a.e. en Tω.

Demostración. Sea m ∈ N fijo. Basta probar la desigualdad maximal∥∥∥(sup
δ>0
|SδRf |

)∥∥∥
2
≤ C‖f‖2 ∀f ∈ L2

A(m)(T
ω), (4.13)

ya que un procedimiento estándar (v. por ejemplo [88, p. 8–10]) asegura la requerida convergencia
en casi todo punto de SδRf a f cuando δ →∞ para toda f ∈ L2

A(m)(T
ω), a partir de (4.13), que

permite usar el Teorema 4.19 (si el operador maximal es de tipo (p, p)-fuerte, también cumple
la desigualdad (p, p)-débil y en particular es acotado en medida), y de la convergencia en casi
todo punto de SδRf(x) a f(x) para las f de una clase densa en L2

A(m)(T
ω) conveniente, como

por ejemplo la de los polinomios trigonométricos soportados en el conjunto indicial A(m).
Sea f ∈ L2

A(m)(T
ω). Tenemos, dado el rectángulo finito inicial R, para cada δ > 0,

SδRf(x) =
∑
n̄∈δR

f̂(n̄)en̄(x) =
∑

n̄∈δR∩A(m)

f̂(n̄)en̄(x),

y podemos considerar, sin perder generalidad, que máx1≤k≤m |ck| = 1, de modo que

SδRf(x) =
∑

n̄∈A(m)
|n̄|≤δ

f̂(n̄)en̄(x).

Por otra parte tengamos en cuenta que

A(m) =

m⋃
j=1

Aj donde Aj = {n̄ ∈ Z∞ : |n̄| = |nj |}, j = 1, . . . ,m.

Podemos aplicar el principio de inclusión-exclusión para escribir∑
n̄∈A(m)

f̂(n̄)en̄(x)

=

( m∑
j=1

∑
n̄∈Aj

−
∑
j<k

∑
n̄∈Aj∩Ak

+
∑
j<k<`

∑
n̄∈Aj∩Ak∩A`

− · · ·+ (−1)m
∑

n̄∈
⋂m
j=1 Aj

)
f̂(n̄)en̄(x).

Cada una de las 2m − 1 sumas sobre n̄ que tenemos dentro del paréntesis del segundo miem-
bro se extiende a una región “bipiramidal” de ı́ndices cuya apariencia dimensional (infinita) es
esencialmente semejante (Figura 4.1, v. [1, p. 83–84]), y donde se va a poder aplicar el teorema
unidimensional de Carleson en una argumentación como la de Charles Fefferman en [44]15.

De manera que, dada la linealidad de los operadores de suma parcial, podemos limitarnos a
probar (4.13) para m = 1, es decir, sin pérdida esencial de generalidad podemos limitarnos en
principio a considerar

SδRf(x) :=
∑

n̄∈A(1)
|n1|≤δ

f̂(n̄)en̄(x) =
∑

|n̄|=|n1|≤δ

f̂(n̄)en̄(x).

15Cf. [60], un art́ıculo que bebe de [17] (v. nuestro Anexo 2 final) y donde sus autores desarrollan la prueba del
teorema citado de Fefferman para N variables.
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Figura 4.1: Un esquema para visualizar las regiones de sumación Aj , Aj ∩Ak, etc. en Z∞.

Pongamos, para cada x ∈ Tω, x = (x1, x
′) con x′ = (x2, x3, . . .) ∈ T1,ω. Análogamente, si

n̄ ∈ Z∞, escribiremos n̄ = (n1, n
′) con n′ = (n2, n3, . . .) ∈ Z1,∞. Tenemos

SδRf(x1, x
′) :=

∑
(n1,n′)∈A(1)
|n1|≤δ

f̂(n1, n
′)e(n1,n′)(x1, x

′).

Tengamos en cuenta que cuando (n1, n
′) ∈ A(1) y |n1| ≤ δ se cumple también |n′| ≤ δ.

Ahora, para cada x′ ∈ T1,ω podemos considerar la función de x1 definida por

fx′(x1) := f(x1, x
′), (x1 ∈ T).

Se tiene fx′ ∈ L2(T). Para cada δ > 0 la suma parcial 1-dimensional Sδfx′ está definida por

(Sδfx′)(x1) =
∑
|n1|≤δ

f̂x′(n1)en1(x1), donde f̂x′(n1) =
∑

n′∈Z1,∞

tal que (n1,n′)∈A(1)

f̂(n1, n
′)en′(x

′).

Por el teorema de Carleson [28] el operador maximal M1 definido sobre las funciones g ∈
L2(T) por

(M1g)(x1) = sup
δ>0

∣∣(Sδg)(x1)
∣∣

es de tipo (2, 2)-fuerte, de modo que, en particular, para cada x′ ∈ T1,ω y cada f ∈ L2(Tω),

‖M1fx′‖2 ≤ C‖fx′‖2

con C independiente de x′ y de f , es decir,∫
T

(
M1fx′(x1)

)2
dx1 ≤ C2

∫
T
|fx′(x1)|2 dx1 = C2

∫
T
|f(x1, x

′)|2 dx1. (4.14)

Consideremos ahora el operador maximal M definido sobre las funciones f ∈ L2
A(1)(T

ω) por

Mf(x1, x
′) := sup

δ>0

∣∣SδRf(x1, x
′)
∣∣.
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Se tiene

(Mf)(x1, x
′) = sup

δ>0

∣∣∣∣ ∑
(n1,n′)∈A(1)
|n1|≤δ

f̂(n1, n
′)e(n1,n′)(x1, x

′)

∣∣∣∣
= sup

δ>0

∣∣∣∣ ∑
|n1|≤δ

en1(x1)
∑

n′∈Z1,∞

tal que (n1,n′)∈A(1)

f̂(n1, n
′)en′(x

′)

∣∣∣∣
= sup

δ>0

∣∣∣∣ ∑
|n1|≤δ

en1(x1)f̂x′(n1)

∣∣∣∣
= sup

δ>0

∣∣Sδfx′(x1)
∣∣

=
(
M1fx′

)
(x1)

para cada (x1, x
′) ∈ Tω. Aplicando (4.14) y (1.6) dos veces, se tiene entonces∫

Tω

(
Mf(x1, x

′)
)2
dx =

∫
T1,ω

dx′
∫
T

(
M1fx′(x1)

)2
dx1

≤ C2

∫
T1,ω

dx′
∫
T
|f(x1, x

′)|2 dx1

= C2

∫
Tω
|f(x1, x

′)|2 dx

= C2‖f‖22 =
∑
n∈Z∞

∣∣f̂(n)
∣∣2.

De modo que ‖Mf‖2 ≤ C‖f‖2 para toda f ∈ L2
A(1)(T

ω). De aqúı ya se sigue que

ĺım
δ→∞

SδRf(x) = f(x) a.e. (4.15)

para toda f ∈ L2
A(1)(T

ω).

En general, si f ∈ L2
A(m)(T

ω) se concluye ‖Mf‖2 ≤ (2m − 1)C‖f‖2, donde C es la constante
del teorema de Carleson.

Terminamos esta subsección con nuestro intento de aproximación a la prueba original del
Teorema 3 de [101] para el caso del conjunto indicial B(m).

4.23 Teorema. Para cada n̄ = (nk) ∈ Z∞, sea #(n̄) = número de elementos no nulos de (nk).
Sea m ∈ N fijo. Se considera el subconjunto de Z∞

B(m) = {n̄ ∈ Z∞ : #(n̄) ≤ m}.

Sea L2
B(m)(T

ω) = {f ∈ L2(Tω) : f̂(n̄) = 0 si n̄ /∈ B(m)}. Entonces, para toda f ∈ L2
B(m)(T

ω)
se tiene

ĺım
δ→∞

SδRf(x) = f(x) a.e. en Tω.

Demostración. Basta probar para cada m ∈ N, por ejemplo, la acotación (2, 2)-débil∣∣{x ∈ Tω : Mf(x) > λ}
∣∣ ≤ C‖f‖22

λ2
(λ > 0, ∀f ∈ L2

B(m)(T
ω)) (4.16)

del operador maximal Mf = supδ>0 |SδRf |. De aqúı, usando el Teorema 4.19 y considerando
que los polinomios trigonométricos forman un subespacio denso en L2

B(m)(T
ω) en el que hay

convergencia a.e., resulta la convergencia en casi todo punto requerida.
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Vamos a probar (4.16) por inducción en m ≥ 1, y aśı empezamos considerando

B(1) = {n̄ ∈ Z∞ : #(n̄) ≤ 1} = {0̄} ∪ {n̄ ∈ Z∞ : #(n̄) = 1}.

Si f ∈ L2
B(1)(T

ω), entonces se tiene (las siguientes igualdades se entienden en el sentido de la

norma ‖ · ‖2, v. nuestra Nota 1.15)

f(x) =
∑
n̄∈Z∞

f̂(n̄)en̄(x) =
∑

n̄∈B(1)

f̂(n̄)en̄(x) = f̂(0̄) +
∞∑
k=1

(∑
j∈Z
j 6=0

f̂(jēk)e
2πijxk

)

donde, para cada k = 1, 2, . . ., hemos escrito ēk para el elemento de B(1) que tiene un 1 en el
lugar k.

Podemos considerar en lo que sigue, sin perder generalidad, que f̂(0̄) = 0. Ya que f ∈
L2
B(1)(T

ω), para cada k = 1, 2, . . . se tiene∑
j∈Z
j 6=0

∣∣f̂(jēk)
∣∣2 < ∑

n̄∈B(1)

∣∣f̂(n̄)
∣∣2 <∞,

luego por el teorema de Riesz-Fischer la serie de Fourier∑
j∈Z
j 6=0

f̂(jēk)e
2πijt (t ∈ T)

define una función fk(t) ∈ L2(T), para la que se verifica f̂k(j) = f̂(jēk) si j ∈ Z\{0} y f̂k(0) = 0.
Entonces

f(x)
L2

=
∞∑
k=1

fk(xk)

y se tiene, por Plancherel,

‖f‖22 =
∑

n̄∈B(1)

∣∣f̂(n̄)
∣∣2 =

∞∑
k=1

(∑
j∈Z
j 6=0

∣∣f̂(jēk)
∣∣2) =

∞∑
k=1

∞∑
j=−∞

∣∣f̂k(j)∣∣2 =
∞∑
k=1

‖fk‖22.

Por el teorema de Carleson, si M1fk(t) = supδ>0 |Sδfk(t)| (t ∈ T), se verifica

‖M1fk‖L2(T) ≤ C‖fk‖L2(T)

para cada k = 1, 2, . . ., donde C es independiente de f . En particular, el operadorM1 es de tipo
(2, 2)-débil, es decir, para todo λ > 0

∣∣{t ∈ T : M1fk(t) > λ}
∣∣ ≤ C‖fk‖22

λ2
. (4.17)

Podemos usar (4.17) para concluir que para todo λ > 0 se cumple

∞∑
k=1

∣∣{t ∈ T : M1fk(t) > λ}
∣∣ ≤ C

λ2

∞∑
k=1

‖fk‖22 =
C

λ2
‖f‖22. (4.18)

Inspirados ahora en la argumentación usual para probar la desigualdad de Kolmogorov (v.
por ejemplo [57, IX §46, Thm. A], [82, I, p. 247]), ponemos

A(λ) :=
{
x ∈ Tω : Mf(x) > λ

}
.
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Si probamos que ∣∣A(λ)
∣∣ ≤ ∞∑

k=1

∣∣{t ∈ T : M1fk(t) > λ}
∣∣,

usando (4.18) habremos terminado.
Definamos para ello

A0(λ) := Tω, Ak(λ) := {x ∈ Tω : máx
1≤j≤k

M1fj(xj) ≤ λ} (k ≥ 1).

Se tiene A0(λ) ⊃ A1(λ) ⊃ A2(λ) ⊃ · · · . Definamos todav́ıa

Bk(λ) := Ak−1(λ) \Ak(λ) = {x ∈ Tω : M1f1(x1) ≤ λ, . . . ,M1fk−1(xk−1) ≤ λ,M1fk(xk) > λ}.

Entonces, A(λ) =
⋃∞
k=1Bk(λ) (unión disjunta), y evidentemente

Bk(λ) ⊂ {x ∈ Tω : M1fk(xk) > λ},

luego ∣∣A(λ)
∣∣ =

∞∑
k=1

∣∣Bk(λ)
∣∣ ≤ ∞∑

k=1

∣∣{xk ∈ T : M1fk(xk) > λ}
∣∣

y (4.16) es cierto para m = 1, como queŕıamos.
Suponemos ahora que (4.16) es cierto para un m ≥ 1. Sea f ∈ L2

B(m+1)(T
ω). Sin perder

generalidad, podemos suponer que f̂(0̄) = 0. En el sentido de L2(Tω) se tendrá

f(x) =
∑

n̄∈B(m+1)

f̂(n̄)en̄(x) =
∑

n̄∈B(m+1)
#(n̄)=m+1

+
∑

n̄∈B(m+1)
#(n̄)≤m

=
∞∑
k1=1

Fk1(x) + F0(x)

respectivamente, donde el ı́ndice k1 del primer sumatorio indica la primera posición no nula del
ı́ndice n̄. Para cada k1 = 1, 2, . . ., la función

Fk1(x) :=
∑

k′=(k2,...,km+1)∈Nm
k1<k2<...<km+1

( ∑
(m1,m′)∈Zm+1

m1 6=0
m′=(m2,...,mm+1)

f̂(m1ēk1 +m2ēk2 + · · ·+mm+1ēkm+1)e2πi(m1xk1
+m′x′

k′ )

)

=
∑

k′=(k2,...,km+1)∈Nm
k1<k2<...<km+1

f(k1,k′)(xk1 , x
′
k′),

donde hemos puesto x′k′ := (xk2 , . . . , xkm+1), es de L2
B(m)(T

ω). La función que hemos denotado

con F0(x), que recoge la suma extendida al conjunto de ı́ndices con a lo sumo m componentes
no nulas, es también obviamente de L2

B(m)(T
ω), y se verifica (Plancherel)

‖f‖22 =
∞∑
k1=1

‖Fk1‖22 + ‖F0‖22. (4.19)

Para cada λ > 0 se tiene{
x ∈ Tω : Mf(x) > λ

}
⊂
{
x ∈ Tω : MF0(x) > λ

2

}
∪
∞⋃
k1=1

{
x ∈ Tω : MFk1(x) > λ

2

}
.

Por consiguiente, aplicando (4.19) y la hipótesis de inducción,∣∣{x ∈ Tω : Mf(x) > λ
}∣∣ ≤ 4C

λ2
‖F0‖22 +

∞∑
k1=1

4C

λ2
‖Fk1‖22 =

4C

λ2
‖f‖22,

y el teorema queda demostrado.
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4.3.2. El teorema de Stein-Sawyer en espacios Lp̄(Tω) de norma mixta

Como ha quedado citado al comienzo de la sección 4.2 y volvemos a recordar ahora, en su
versión [101, Teorema 1: b)] para espacios de norma mixta del resultado análogo al de la
Proposición 4.21, JLR enunciaba como conclusión la existencia de una función f ∈ Lp̄(Tω) tal
que cuando δ →∞, la familia de sumas parciales (SδR(f)) es divergente en medida, y que en la
prueba habŕıa que contar con “una versión adecuada del teorema de Stein”.

Esa versión adecuada del Teorema 4.20 de la que hablaba JLR seŕıa la respuesta a lo que al
final de la primera Hoja de su carta de 1977 dejaba enunciado como problema de estudio:

PROBLEMA 2 : “¿Es cierto en este contexto el teorema de Stein (-Sawyer)? Es decir:
¿Tnf(x) → f(x) a.e. ∀f ∈ Lp̄(Tω) con 1 ≤ p̄ ≤ 2 y Tn invariante por traslaciones (por
ej. operadores de convolución) ⇒ T ∗f = supn |Tnf | es de tipo (p̄, p̄)-débil?” (Figura 4).

Hemos intentado este problema16 y nos hemos tenido que conformar con un resultado similar
a la implicación menos obvia del que se conoce como teorema de Sawyer [54, Thm. 2.2.1] para
familias de operadores positivos, aunque este resultado no sea de aplicación a la convergencia de
operadores de suma parcial de series de Fourier. Stanley Sawyer17 [106], [107, Thm. 1] extendió en
primer lugar el Teorema 4.20 de Stein sacándolo del contexto grupo-teórico a un espacio de
probabilidad Ω genérico, considerando solo que los operadores de la sucesión (Tn) conmuten con
una familia de transformaciones de Ω en śı mismo que preservan la medida y “barajan” (v. [50,
p. 6], [54, p. 19]) los conjuntos medibles de Ω. Sawyer observa después [107, Thm. 2] que el
teorema de Stein sigue siendo válido para p > 2 si los operadores Tn se suponen positivos.

A continuación, y con ello cerramos esta memoria, presentamos una demostración detallada
que sigue prácticamente al pie de la letra los pasos de una prueba estándar de este resultado (cf.
por ejemplo [54, loc. cit.]).

4.24 Proposición. Sea 1 ≤ p̄ < ∞ y supongamos supk pk = P < ∞. Sea (Tn)n∈N una
familia de operadores positivos de Lp̄(Tω) en L0(Tω) continuos en medida que conmutan con
las traslaciones. Supongamos que para toda f ∈ Lp̄(Tω) existe ĺımn→∞(Tnf)(x) para casi todo
punto x, y sea18 (T ∗f)(x) := supn∈N |(Tnf)(x)|. Entonces el operador T ∗ es de tipo débil (p̄, p̄),
es decir, existe una constante absoluta A tal que ‖T ∗f‖wp̄ ≤ A‖f‖p̄ para toda f ∈ Lp̄(Tω), o bien
tal que

‖χEσ(T ∗f)‖p̄ ≤
A

σ
‖f‖p̄ (4.20)

para todo σ > 0 y f ∈ Lp̄(Tω), donde Eσ(T ∗f) := {x ∈ Tω : (T ∗f)(x) > σ}.

Demostración. Por reducción al absurdo. Supongamos que no existe una constante absoluta
verificando (4.20) para todo σ > 0 y para toda f ∈ Lp̄(Tω). Entonces existen sucesiones (σn) de
números positivos y (fn) ⊂ Lp̄(Tω) con fn ≥ 0, tales que para cada n ∈ N se tiene

‖χEσn (T ∗fn)‖p̄ >
2n

σn
‖fn‖p̄.

Podemos reformular un poco esto: poniendo gn := 1
σn
fn, se tiene ‖gn‖p̄ = 1

σn
‖fn‖p̄ y

Eσn(T ∗fn) = {x : (T ∗fn)(x) > σn} = {x : (T ∗gn)(x) > 1} = E1(T ∗gn).

16Hemos considerado, por ejemplo, la posibilidad de una conclusión para el operador maximal como “tipo débil
semi-mixto (p̄, P )”, con P = supk pk.

17Como explica Adriano Garsia [50, p. 6, 13].
18Por la suposición hecha, este operador maximal T ∗ es finito a.e. y por consiguiente [100, p. 5] acotado en

medida.
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Aśı que existe una sucesión de funciones (gn) ⊂ Lp̄(Tω), gn ≥ 0, tales que para cada n ∈ N se
tiene

‖χE1(T ∗gn)‖p̄ > 2n‖gn‖p̄.

Para cada n ∈ N, poniendo E1(T ∗gn) =: An para abreviar, existen entonces gn ∈ Lp̄(Tω),
gn ≥ 0 y An ⊂ Tω medible tales que

(T ∗gn)(x) > 1 si x ∈ An y ‖χAn‖p̄ > 2n‖gn‖p̄. (4.21)

Como Lp̄(Tω) es un espacio ideal normado, se tiene 2n‖gn‖p̄ < ‖χAn‖p̄ ≤ ‖χTω‖p̄ = 1 y por
tanto ‖gn‖p̄ < 2−n. Y por otra parte también es 0 < ‖χAn‖Pp̄ ≤ 1.

Sea hn el número natural más pequeño para el que se cumple 1 ≤ hn‖χAn‖Pp̄ < 2. Conside-

remos la familia de conjuntos medibles {Ajn} donde n ∈ N y, para cada n fijo, j = 1, . . . , hn y
Ajn = An para todo j. Se tiene entonces

∞∑
n=1

hn∑
j=1

‖χ
Ajn
‖Pp̄ =

∞∑
n=1

hn‖χAn‖Pp̄ =∞.

Pero ‖χAn‖PP = m(An) < 1 y, usando la Proposición 3.13(vi), ‖χAn‖Pp̄ ≤ ‖χAn‖PP = m(An),
luego se tiene

∞∑
n=1

hn∑
j=1

m(Ajn) ≥
∞∑
n=1

hn∑
j=1

‖χ
Ajn
‖Pp̄ =∞.

Aplicando el lema de Calderón [109, p. 146, Lemma 1]19, existe una familia de puntos {xjn} ⊂ Tω
(n ∈ N y, para cada n, j = 1, . . . , hn, donde hn ∈ N) tal que casi todo punto de Tω está en
infinitos conjuntos de la familia de conjuntos trasladados {xjn +Ajn}.

Finalmente se considera [54, p. 22] la función no negativa (empleamos la notación τyf(x) :=
f(x− y))

F (x) := sup
n∈N

j=1,...,hn

2n/2τ
xjn
gjn(x), (4.22)

donde gjn := gn para j = 1, . . . , hn. Se tiene

‖F‖Pp̄ ≤
∞∑
n=1

2nP/2
hn∑
j=1

‖τ
xjn
gjn‖Pp̄ =

∞∑
n=1

2nP/2hn‖gn‖Pp̄ ≤
∞∑
n=1

2nP/2hn
‖χAn‖Pp̄

2nP
< 2

∞∑
n=1

2−nP/2,

luego F ∈ Lp̄(Tω). Por la linealidad y la positividad de los operadores Tn se tiene, para cada n,
j = 1, . . . , hn y x ∈ Tω,

T ∗F (x) ≥ T ∗2n/2τ
xjn
gjn(x) = 2n/2T ∗τ

xjn
gjn(x).

La invariancia por traslaciones Tn(τyf)(x) = τy(Tnf)(x) = (Tnf)(x− y) de los operadores Tn se
transmite también al operador maximal, resultando que

T ∗F (x) ≥ 2n/2T ∗gn(x− xjn).

Si x ∈ xjn +Ajn, es decir, si x− xjn ∈ Ajn = An, entonces según (4.21) se tiene T ∗gn(x− xjn) > 1
y por tanto T ∗F (x) > 2n/2. Pero casi todo x ∈ Tω está en infinitos conjuntos de la familia
{xjn +Ajn}. Por consiguiente T ∗F (x) =∞ a.e., lo que está en contradicción con la hipótesis, de
acuerdo con el Teorema 4.18.

19Stein presenta ah́ı una versión generalizada a grupos compactos, y que por tanto sirve para nuestro caso Tω,
del resultado clásico [123, XIII, (1·24)]. Ver [54, Lemma 2.2.2] para la versión más general para operadores que
conmutan con transformaciones que preservan la medida y barajan los conjuntos medibles.
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Unas ĺıneas finales para recordar los principales resultados originales expuestos en la memoria
aśı como los temas, preguntas o problemas, que han quedado abiertos para el estudio posterior,
algunos de ellos ya propuestos por JLR.

Caṕıtulo 1: Después de explicar notaciones y propiedades básicas hemos presentado los
Teoremas de Jessen 1.4 y hemos usado, por ejemplo, el Teorema 1.4(b) para probar (Teorema
1.17) que los polinomios trigonométricos forman un subespacio denso en Lp(Tω) si 1 ≤ p <∞,
generalizando la técnica usual de aproximación por convolución con los núcleos cuadrados de
Fejér.

El resultado principal de este primer caṕıtulo es el Teorema 1.34, que probamos constructiva-
mente, presentando funciones de la clase C(∞(Tω), de hecho formas cuadráticas, dependientes de
infinitas variables, cuya serie de Fourier diverge absolutamente. Previamente a la construcción
de nuestros ejemplos presentamos una prueba bien detallada (Teorema 1.37) de un resultado de
Littlewood [81, p. 166] concerniente a formas bilineales acotadas en S2, siendo S el polidisco
infinito-dimensional {(zn)∞n=1 | zn ∈ C, |zn| ≤ 1 ∀n ∈ N}.

Nosotros estudiábamos la posibilidad de que la implicación f ∈ C(∞(Tω) ⇒ f ∈ A(Tω) (v.
Definición 1.13), que se cumple para funciones que sólo dependen de un número finito de las
infinitas variables (Proposición 1.32), fuera válida en general, y fue Alexander Bendikov quien
en mayo de 2016 nos señaló que seguramente podŕıan encontrarse contraejemplos que mostraran
que la implicación es falsa en general. Esto orientó nuestro trabajo, que finalmente ha quedado
publicado en el art́ıculo [45].

No hemos llegado a

Encontrar una función Theta de Jacobi dependiente de infinitas variables para la cual los
módulos de los coeficientes de su serie de Fourier formen una serie divergente

como la que teńıa en mente el profesor Bendikov.

Caṕıtulo 2: Comenzamos, en la primera sección, con una breve reseña sobre convergencia
por ĺımite doble iterado de series de Fourier (bajo ciertas hipótesis de convergencia absoluta) y
de sumabilidad Cesàro (C, 1). Redemostramos (Teorema 2.1) un resultado de convergencia, en
norma y a.e., que JLR presentó ya en su tesis doctoral [98] y un resultado de sumabilidad Cesàro
de las sumas parciales cuadradas de las series de Fourier en Tω (Proposición 2.3) impĺıcitamente
presente en [63] y también sugerido por JLR.

En este contexto JLR dejaba propuestas las siguientes tareas que no hemos abordado (cf. el
reciente trabajo [48]):

Estudiar si las convergencias de ĺımite iterado de la Proposición 2.3 se cumplen “incon-
dicionalmente” como un ĺımite doble, es decir, si puede ser ĺım(n,N)→(∞,∞) Fn,N ∗ f = f .
Parece que a.e. no tiene mucho sentido, pero podŕıa ser posible en la norma de Lp(Tω).

Estudiar en todo caso ese ĺımite doble cuando n y N guardan alguna relación entre śı.

120
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En la segunda sección, en primer lugar abordamos una descomposición de tipo Calderón-
Zygmund [27] asociada a cada función f ∈ L1(Tω), con relación a cierta clase R0 de “intervalos
diádicos” de Tω (v. la ecuación (2.7)) que después denominamos base —de diferenciación— res-
tringida de Rubio de Francia, que nos dejó esbozada JLR en 1977 en una comunicación personal
(Figura 2.2; v. las definiciones de las sucesiones de subgrupos Hn y de dominios fundamentales
Vn en las Definiciones 2.13). A partir de esto, el asunto se reduce a seguir fielmente, en el caso
G = Tω, la primera parte de la prueba del resultado principal [99, Thm. 8] de un trabajo de
JLR (que el año 1977 estaŕıa seguramente en estado de prepublicación), un resultado de di-
ferenciación de integrales en el contexto de un grupo localmente compacto G y su medida de
Haar.

La prueba original de JLR en [99] usa el teorema de convergencia a.e. de martingalas en lugar
de un teorema de diferenciación del que en principio no se dispone. Hemos podido completar
la prueba de nuestro resultado particular adaptando al toro infinito lo que, en el estilo de JLR,
hace Javier Duoandikoetxea en [37, Ch. 2, §5] en el caso del espacio eucĺıdeo Rn.

En segundo lugar (Subsección 2.2.3) obtenemos unos resultados de diferenciación de integrales
en Tω, a partir de [99, Thm. 8, Corol. 5]. Además de R0, hemos definido otras dos bases
de diferenciación, R (base de Rubio de Francia) y R∗ (base extendida de Rubio de Francia),
cumpliéndose que R0 ⊂ R ⊂ R∗ ⊂ J , donde J es la base de diferenciación que forman todos
los intervalos de Tω (base de Jessen). V. los Ejemplos que siguen a las Definiciones 2.16 y la
ecuación (2.18) después de las Definiciones 2.27.

En el Corolario 2.19 (también en el Teorema 2.26) probamos que R0 diferencia L1(Tω) y,
en el que consideramos nuestro resultado principal de este caṕıtulo (Teorema 2.30; v. la Nota
2.31(1)), probamos que R∗ no diferencia L∞(Tω). Nuestra prueba de este resultado negativo
sigue muy estrechamente la argumentación de [71], donde Jessen terminó de probar que la base
J no diferencia L∞(Tω), respondiendo aśı negativamente a una cuestión que hab́ıa planteado
Zygmund (v. [70, p. 55]).

Un extracto bastante completo de nuestro trabajo en la Sección 2.2, en forma de art́ıculo,
está sometido a publicación (desde mayo de 2018). Se trata de nuestra referencia [46].

Sobre la base R de Rubio de Francia en Tω han quedado abiertas las siguientes cuestiones20

(la notación MB significa el operador maximal relativo a la base B, v. la Definición 2.17):

¿Se cumple la implicación R diferencia L1(Tω) ⇒ MR es de tipo débil (1, 1)? (como en
el teorema de Miguel de Guzmán y Grant Welland [55, Thm. 1.1, (b)⇒(a)] en Rn cuando
la base de diferenciación es invariante por homotecias)

¿Diferencia L∞(Tω) la base R?

¿Diferencia L∞(Tω) la base formada sólo por los cubos {y+Vm2 : y ∈ Tω, m ≥ 2}? (Nota
2.31(2). V. la ecuación (2.6).)

En la tercera sección del caṕıtulo respondemos (Proposición 2.33) la siguiente pregunta: ¿Es
el toro infinito Tω con la medida de Haar y alguna métrica, tal vez con la de Saks, un espacio de
tipo homogéneo [53, p. 17]? Nuestra respuesta es negativa, tanto con la métrica de Saks (2.21)
como con la (2.23) de Edwards-Saks.

Bendikov define expĺıcitamente [3, Rem. 5.4.6] una familia general de métricas intŕınsecas
dA(x, y) en Tω por (v. ecuación (2.22)):

dA(x, y)2 :=

∞∑
k=1

1

ak
d◦(xk, yk)

2, (ak) ∈ Rω.

Podŕıamos extender entonces la pregunta anterior, no hemos llegado a estudiar esto:

20La tercera pregunta la debemos a Yannis Parissis (Ikerbasque-Univ. del Páıs Vasco UPV/EHU, Bilbao).
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¿Se puede dar una condición sobre la sucesión de coeficientes (ak) de modo que el toro
infinito Tω con la medida de Haar y la correspondiente métrica dA de Bendikov sea un
espacio de tipo homogéneo?

Caṕıtulo 3: Repartido entre las dos caras de la Hoja 1 (Figuras 3 y 4) de su carta de
1977 JLR escribió un guión para el estudio de espacios de norma mixta en Tω o en general
en un producto infinito de espacios de probabilidad, tal y como él lo contemplaba entonces,
comenzando por lo que deb́ıa ser el proceso de “paso al ĺımite”, a partir de espacios (productos
cartesianos finitos) con (p1, . . . , pn)-norma mixta de Benedek y Panzone [10], que diera lugar a
una definición análoga de una p̄-norma mixta para funciones medibles, siendo ahora p̄ = (pk)

∞
k=1,

1 ≤ pk ≤ ∞.
Es muy elegante la presentación que hace Bendikov de su definición de espacios de norma

mixta en espacios como el toro infinito [3, 6.1]. En primer lugar se da cuenta de que, para cada
n, la sección de Jessen fn de una función integrable f (v. ecuación (1.8)) no es más que la
esperanza condicional de la función f respecto de la σ-álgebra An engendrada por los cilindros
A × Tn,ω, donde A es un conjunto de Borel en Tn. Entonces (fn) es una martingala respecto
de la sucesión creciente (An), y los teoremas de Jessen de convergencia en norma y a.e. de la
sucesión (fn) hacia la función f son consecuencia del teorema de convergencia de martingalas.

A continuación va a definir la BPS p̄-norma mixta21 de f , donde p̄ = (p1, . . . , pn), como el
ĺımite cuando n → ∞ de la sucesión formada por la (pn, . . . , p1)-norma mixta de Benedek y
Panzone de la sección de Jessen fn de f en Tn. Un buen resultado que consigue la teoŕıa de
Bendikov es tener [3, Thm. 6.1.2] que si supk pk <∞, entonces la sucesión (fn) de secciones de
Jessen de la función f converge a la función f en la BPS p̄-norma mixta cuando n→∞.

Pero esto ocurŕıa a mediados de los años 80. El acercamiento que propońıa JLR en 1977
a una definición de norma mixta en el toro infinito (Figura 3, 1er Ensayo de Definición) para
funciones de L1(Tω) como ĺımite de cierta supermartingala inversa [91, Proposition V-3-11] es
más directo, y es el que hemos desarrollado nosotros (Teorema 3.2, Definición 3.5, Proposición
3.7, Definición 3.8) para definir la JLR p̄-norma mixta.

Otro acercamiento hacia una definición de una p̄-norma mixta de f (“desde el otro lado” que
Bendikov y colaboradores) podŕıa ser el que queda esbozado en el siguiente problema abierto:

Las colas de Jessen fn,ω, (n ∈ N) (v. ecuación (1.7)), de una función f ∈ L1(T∞) forman
una martingala inversa respecto de la sucesión decreciente de σ-álgebras engendradas por
los co-cilindros Tn × A, siendo A de Borel en Tn,ω, n ∈ N. Los teoremas de Jessen sobre
convergencia en norma y a.e. de la sucesión fn,ω hacia

∫
Tω f son consecuencia del teorema

de convergencia de martingalas inversas. Se definiŕıa la p̄-norma mixta de f como el ĺımite
(si existe), cuando n → ∞, de la sucesión de las JLR p̄n,ω-normas mixtas de las fn,ω en
Tn,ω.

¿Hay alguna relación esta nueva p̄-norma mixta con la BPS p̄-norma mixta o con nuestra
JLR p̄-norma mixta?

Siguiendo [10] y [3], en la primera sección, probamos entonces (Proposiciones 3.9 y 3.12,
Teorema 3.18) que, si 1 ≤ p̄ ≤∞, el espacio vectorial Lp̄(Tω) es un espacio ideal normado (en
el sentido de [72, p. 95]) y completo (también se denomina un ret́ıculo de Banach).

Probamos después que, si supk pk < ∞, entonces en Lp̄(Tω) se cumple la condición C.6) de
[3, 6.1.2] (Teorema 3.20), el espacio L∞(Tω) es denso en el espacio Lp(Tω) (Corolario 3.21)
y en Lp̄(Tω) se cumple la propiedad (CD) de convergencia dominada (Proposición 3.22, v.
Subsección 3.1.3).

No hemos podido probar (ni refutar) un resultado para las JLR p̄-normas mixtas del tipo
siguiente:

21La denominación es nuestra, por Bendikov, Pavlov y Skorikov.
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Sea p̄ = (p1, p2, . . .) con 1 ≤ pk < ∞ para todo k. Si f ∈ Lp̄(Tω) y, para cada n, fn es su
sección n-ésima de Jessen, entonces ‖fn − f‖p̄ → 0 cuando n→∞.

A continuación probamos que bajo la condición supk pk <∞ se cumplen también las propie-
dades siguientes:

1. El subespacio Sp̄ de Lp̄(Tω) engendrado por todas las funciones que tienen la forma f(x) =
f1(x1) · · · fk(xk) para un cierto k ∈ N, donde fj ∈ Lpj (T) para cada j = 1, . . . , k, es denso
en Lp̄ (Definición 3.23, Proposición 3.24).

2. El espacio dual de Lp̄ es Lq̄, siendo 1
p̄ + 1

q̄ = 1 (Proposición 3.26).

3. Lp̄(Tω) es un espacio de Banach homogéneo (Definición 3.28, Proposición 3.29).

En la segunda sección del caṕıtulo, después de exponer con detalle el primer método complejo
de interpolación entre espacios de Banach de Calderón [26], llegamos a presentar en primer lugar
un resultado de interpolación de tipo Riesz-Thorin para espacios de norma mixta en Tω (Teorema
3.42), basando nuestra prueba en un resultado sobre espacios interpolados (Proposición 3.41) ya
previsto por JLR en su carta (Propiedad iv) en el texto que muestra la Figura 4).

Benedek y Panzone cierran su trabajo [10, §12, Thm. 1] con la generalización del teorema de
Hausdorff-Young que define la transformada de Fourier como un operador lineal continuo y de
norma 1 entre los espacios de norma mixta LP (Rn) (1 ≤ P ≤ 2) y LQ(Rn) ( 1

P + 1
Q = 1; además,

si P = (p1, . . . , pn), debe cumplirse 1 ≤ pn ≤ pn−1 ≤ · · · ≤ p1 ≤ 2), en cuya demostración el
teorema de Riesz-Thorin es la pieza fundamental.

Nos parece interesante plantear (v. Nota 3.43) la posibilidad de

Generalizar a Tω el teorema de Hausdorff-Young a los espacios Lp̄(Tω) (1 ≤ p̄ ≤ 2) de
norma mixta.

No tenemos referencias de que esto haya sido hecho ya. Aunque para n ∈ N el método de
Benedek y Panzone permite definir los espacios de norma mixta `(p1,...,pn)(Zn), aparece una
dificultad de entrada para definir los espacios de norma mixta `p̄(Z∞).

En segundo lugar nos hemos dedicado a trabajar sobre el PROBLEMA 1, puntos 1., 2. y 3.
que propońıa JLR a continuación (Figura 4). En base a la definición de p̄-“norma”débil mixta
en Tω que nos parece más adecuada, a saber,

‖f‖wp̄ := sup
σ>0

σ · ‖χEσ(f)‖Lp̄(Tω)

siendo 1 ≤ p̄ = (p1, p2, . . .) <∞, Eσ(f) = {x ∈ Tω : |f(x)| > σ} (Definición 3.44), llegamos a
probar, en relación con el punto 1., la Proposición 3.45. En relación con el punto 2. (condición

de Kolmogorov) hemos definido, para 1 ≤ q̄ < p̄ < ∞, dos nuevas normas Np̄,q̄(f) y N ]
p̄,q̄(f)

(Definiciones 3.46 y 3.48). No hemos sabido probar una equivalencia completa entre la norma
mixta débil ‖ · ‖wp̄ y ninguna de estas dos normas, aunque hemos conseguido resultados en este
sentido (Proposiciones 3.47 y 3.49). Queda abierto el problema

¿Se puede dar una norma del tipo de las Np̄,q̄(f) y N ]
p̄,q̄(f) (1 ≤ q̄ < p̄ <∞) equivalente

a la cuasinorma débil mixta ‖f‖wp̄ ?

Cerramos el caṕıtulo presentando un pequeño estudio de alcance modesto en relación con
el punto 3. (teorema de Marcinkiewicz). Definimos, con Concepción Ballester, operador de tipo
débil semi-mixto (p̄, s), donde p̄ ≥ 1, s ≥ 1 (Definición 3.50), y probamos unos resultados de
interpolación entre tipos débiles semi-mixtos (Proposiciones 3.51 y 3.52). Queda abierto el punto
3. tal como lo presentaba JLR, es decir, algo aśı:
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Sean 1 ≤ p̄ < q̄ < ∞. Sea T : Lp̄(Tω) + Lq̄(Tω) → L0(Tω) un operador lineal de tipos
débiles (p̄, p̄) y (q̄, q̄). Para un θ fijo (0 < θ < 1), sea 1

r̄ = 1−θ
p̄ + θ

q̄ . Entonces, el operador
T es de tipo (r̄, r̄) fuerte.

Por nuestra parte dejamos también abierta, como conjetura, la posibilidad de que se cumpla “al
menos” el siguiente resultado, que tampoco hemos sabido demostrar:

Sean 1 ≤ p̄ < q̄ <∞ y supongamos supk pk = P ≤ supk qk = Q < ∞. Sea T : Lp̄(Tω) +
Lq̄(Tω)→ L0(Tω) un operador lineal de tipos débiles semi-mixtos (p̄, P ) y (q̄, Q). Para un
θ fijo (0 < θ < 1), sean 1

r̄ = 1−θ
p̄ + θ

q̄ y 1
R = 1−θ

P + θ
Q . Entonces, el operador T es de tipo

(r̄, R) fuerte.

Y finalmente informamos del problema abierto de A. Bendikov [3, Rem. 6.3.4] (v. Nota 3.53),
que se podŕıa estudiar tanto con las BPS p̄-normas como con las JLR p̄-normas:

Para 1 < p̄ <∞, ¿es acotada (p̄, p̄) la transformada de Riesz entre espacios Lp̄ de norma
mixta sobre productos infinitos de espacios de probabilidad?

Estamos elaborando un art́ıculo que presente un resumen de nuestro trabajo en este caṕıtulo.

Caṕıtulo 4: Entre las dos caras de la Hoja 2 (Figuras 5 y 6) de su carta de 1977 JLR
escribió un guión para un estudio de la convergencia en la norma de Lp(Tω) (1 < p < ∞), o
en la norma mixta Lp̄(Tω) (1 < p̄ <∞), y algunos resultados de convergencia a.e., de ciertas
sumas parciales SδRf (v. Definiciones 4.1 y 4.3) de la serie de Fourier de una función f medible
en Tω. Por otra parte fue su propio trabajo en relación con alguno de los puntos que alĺı se
esbozaban lo que JLR expuso en su art́ıculo [101], donde solamente incorporaba los enunciados
de los resultados que hab́ıa obtenido, con alguna idea sobre las ĺıneas de demostración.

Nuestra exposición en el caṕıtulo, que sigue estos escritos de JLR citados, consta de tres
secciones, cuyos temas principales son, respectivamente, el teorema de tipo Marcel Riesz sobre
la convergencia en Lp(Tω) (1 < p < ∞) de las sumas parciales SδRf , lo mismo en los espacios
de norma mixta Lp̄(Tω) (1 < p̄ <∞) y algún resultado de convergencia a.e..

En la primera sección, para conseguir una presentación autocontenida comenzamos haciendo
un repaso de la teoŕıa estándar (Proposiciones 4.5 y 4.6). A continuación mostramos el fallo
de la convergencia en Lp(Tω) de las sumas parciales SδRf para todo p 6= 2, lo que establece
una gran diferencia con lo que ocurre en el caso finito-dimensional, desarrollando (Lema 4.7,
Proposición 4.8 y Proposición 4.10) la prueba que deja perfectamente delineada JLR en el
texto de la Figura 5. La reconstrucción de la prueba es nuestra. Damos también una prueba
independiente (Proposición 4.12) de que la función caracteŕıstica χΓ, donde

Γ := {n̄ = (nk) ∈ Z∞ : nk ≥ 0},

solo es un multiplicador de Lp(Tω) (1 < p <∞) cuando p = 2.

En la segunda sección, repitiendo esencialmente la secuencia principal de resultados de la
sección anterior, tratamos de dar una demostración desarrollada del siguiente resultado, un
resultado análogo al que constituyen conjuntamente las Proposiciones 4.6 y 4.10 de la sección
anterior y que JLR establećıa “en búsqueda de resultados positivos [de convergencia en norma
de series de Fourier de infinitas variables] menos obvios”, con unas indicaciones para su prueba,
en [101]. En la carta de 1977 (v. Figura 6) también nos adelantaba este resultado y la manera
de probarlo. En su contexto es p̄ = (p1, p2, . . . , pk, . . .) con 1 ≤ pk ≤ ∞, y nosotros vamos
a considerar que los espacios Lp̄(Tω) “análogos a los espacios de norma mixta de Benedek-
Panzone con un paso al ĺımite” son los JLR-espacios de norma mixta que se han definido y
estudiado en el Caṕıtulo 3. Escrib́ıa JLR:
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Teorema 1: a) Los operadores (SδR) son uniformemente acotados en Lp̄(Tω) (equivalente-
mente ĺımδ→∞ ‖SδRf − f‖p̄ = 0 para cada f ∈ Lp̄) si y solo si

∑
k |pk − 2| < ∞. [101, p.

238]

Primeramente probamos un lema técnico (Lema 4.15) análogo al Lema 4.7 de la sección
anterior. A continuación, al tratar de reconstruir una prueba del anterior Teorema 1: a), que
da, de acuerdo con la Proposición 4.14, una condición necesaria y suficiente para que las sumas
parciales SδR(f) de la serie de Fourier de toda función f ∈ Lp̄(Tω) converjan a la función
f en Lp̄(Tω) cuando δ → ∞, hemos encontrado que deb́ıamos sustituir la condición necesaria∑

k |pk−2| <∞ original por la de menos alcance, y de la que no sabemos asegurar la suficiencia,∑
k |pk − 2|2 <∞. De modo que nosotros hemos probado:

Proposición 4.16. Sea 1 ≤ p̄ = (pk) <∞. Se tiene

(a)
∑

k |pk − 2| <∞ =⇒ supδ>0 ‖SδR‖Lp̄(Tω)→Lp̄(Tω) <∞.

(b) supδ>0 ‖SδR‖Lp̄(Tω)→Lp̄(Tω) <∞ =⇒
∑

k |pk − 2|2 <∞.

En su carta de 1977 JLR añad́ıa en este contexto la siguiente observación (Figura 6):

CONJETURA: Para el (o los) p̄ ĺımite (que haga
∏∞
j=1Apj = ∞ pero por lo justo) cabe

esperar una condición de tipo (p̄, p̄)-débil. Esto generalizaŕıa el teorema de Kolmogorov y
probaŕıa la equicontinuidad de SRn [o bien, de los operadores SδR] de Lp̄ en Lq̄ (q̄ < p̄) y la
convergencia en Lq̄ de series de Fourier de funciones de Lp̄.

Las constantes Apk a las que se refiere aqúı JLR son las constantes de M. Riesz-Pichorides
definidas en la Nota 4.9. Hemos analizado este párrafo en la Nota 4.17. Un primer problema
abierto a que da lugar podŕıa plantearse aśı:

Sea p̄ = (pk) tal que |pk − 2| = 1
k para todo k. Probar que

sup
δ>0
‖SδR(f)‖wp̄ ≤ Cp̄‖f‖p̄

con Cp̄ independiente de δ para toda f ∈ Lp̄(Tω), siendo p̄ > 1 y donde ‖ · ‖wp̄ es la
cuasinorma débil (3.29).

Por otra parte dejamos sin tocar el PROBLEMA final de la Hoja 2 de la carta de JLR
(Figura 6). Y también comentar sus dos últimas ĺıneas. En su forma manuscrita original:
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En la tercera sección vemos en primer lugar que, para f ∈ Lp(Tω), como consecuencia de la
Proposición 4.10 y del teorema de Stein 4.20, si p < 2 no cabe esperar resultados positivos de
convergencia en casi todo punto para las sumas SδR(f). La demostración de la Proposición 4.21
sigue las ĺıneas que JLR escrib́ıa en su carta (Figura 5).

Limitado aśı a estudiar la convergencia puntual de las sumas parciales SδRf solamente para
funciones f ∈ L2(Tω), JLR [101] informaba de los siguientes resultados (v. la Subsección 4.3.1):

Teorema 2: Existe f ∈ L2(Tω) tal que

ĺım sup
δ→∞

|SδRf(x)| = +∞ a.e..

Teorema 3: Para n̄ = (nk) ∈ Z∞, denotamos |n̄| = sup |nk|, #(n̄) = número de elementos

no nulos de (nk). [Dado A ⊂ Z∞ se denota L2
A(Tω) = {f ∈ L2 : f̂(n̄) = 0 ∀n̄ /∈ A}.]

Consideremos los subconjuntos de Z∞

A(m) = {n̄ = (nk) : |n̄| = sup
k≤m
|nk|},

B(m) = {n̄ = (nk) : #(n̄) ≤ m}.

Para toda f ∈ L2
A(m) y para toda f ∈ L2

B(m) se verifica

ĺım
δ→∞

SδRf(x) = f(x) a.e..

No sabemos cómo seŕıa la prueba de JLR de este Teorema 2, que contesta negativamente
a la cuestión acerca de la posible convergencia a.e. de las sumas parciales rectangulares de las
series de Fourier en L2(Tω), cuestión que en 1977 el propio JLR calificaba como “muy dif́ıcil”
(Figura 5, última ĺınea). Pero hemos hecho un intento de aproximarnos a lo que pudieron ser
las pruebas originales del curioso Teorema 3 siguiendo las instrucciones que dejó su autor
(Teoremas 4.22 y 4.23).

Finalmente (Subsección 4.3.2), en relación con el estudio de la convergencia a.e. de las sumas
parciales SδR(f) para f ∈ Lp̄(Tω) hemos probado un resultado (Proposición 4.24) en la ĺınea
del teorema de Stein-Sawyer para familias de operadores positivos. Queda abierto, por un lado,
el PROBLEMA 2 que propońıa JLR al final de la Hoja 1 de su carta (Figura 4):

¿Tnf(x) → f(x) a.e. ∀f ∈ Lp̄(Tω) con 1 ≤ p̄ ≤ 2 y Tn invariante por traslaciones ⇒
T ∗f = supn |Tnf | es de tipo (p̄, p̄)-débil?

Y, por otro lado, para nosotros sigue también abierto el Teorema 1: b) que enunciaba JLR
en [101, p. 238-239]:

Si
∑

pk<2(2− pk) =∞ existe una función f ∈ Lp̄(Tω) tal que, cuando δ →∞, (SδRf) es
divergente en medida.



Anexos

Como complemento literario que por supuesto es inesencial para la Memoria, presentamos en
orden cronológico unas versiones de trabajo propias al castellano de las siguientes referencias de
nuestra bibliograf́ıa, cuya presencia en estos anexos ha quedado ya mencionada a lo largo del
texto principal.

[65] (extractos) de David Hilbert (1909), citado por H. Bohr en el art́ıculo [17].

[17] (extractos) de Harald Bohr (1913), citado por JLR en [101] (v. pág. viii).

[115] de Otto Toeplitz (1913), también citado por H. Bohr en [17] (antes de su publicación),
que ha sido esencial para nuestro trabajo en la subsección 1.2.2 del Caṕıtulo 1 (y en el
art́ıculo [45]).

[24] de Herbert Busemann y William Feller (1934), tal vez uno de los cimientos de la
temática de bases de diferenciación de integrales de la que se ha tratado en la Sección 2.2
del Caṕıtulo 2 (v. la nota a pie 11 de dicho caṕıtulo).

[92] de Igor V. Pavlov y Alexander V. Skorikov (1986), fundamental para nuestro avance
en el Caṕıtulo 3 y que pudimos traducir antes de conocer su posterior desarrollo más
completo en el libro [3] del profesor Alexander D. Bendikov.

127





D. Hilbert, Wesen und Ziele einer Analysis der unendlichvielen unabhängigen Variablen. Rendiconti del
Circolo mat. di Palermo Bd. 27 (1909), p. 59–74. (Es una referencia del art́ıculo [17] de H. Bohr.)

Naturaleza y finalidad de un Análisis de infinitas variables independientes.1

Por David Hilbert (Göttingen).

En el Álgebra la mayor parte de las veces se consideran como incógnitas —llámense ϕ1, ϕ2, . . .ϕn—
un número finito de cantidades, y se plantea el problema de determinar este número finito de cantidades
ϕ1, ϕ2, . . .ϕn de modo que se satisfaga un número finito de relaciones dadas.

En comparación, en la mayoŕıa de los problemas del Análisis las incógnitas son funciones, y para
determinarlas de modo que se satisfagan ciertas relaciones, se requiere que estas relaciones estén en
forma de ecuaciones diferenciales, integrales o funcionales, o tal vez en una combinación de estos tipos de
ecuaciones. En la idea de fijar uno de estos problemas, podemos considerar que nuestra incógnita es una
única función continua ϕ(s) de la sola variable s, para la que se ha dado una única relación

R(ϕ(s)) = 0.

El recién mencionado problema de análisis y el problema de álgebra al que nos refeŕıamos en primer
lugar se funden y quedan englobados en el problema más general y completo que considera como incógnitas
infinitas cantidades desconocidas y trata de determinarlas de modo que se satisfagan infinitas relaciones
dadas. De hecho, la función continua ϕ(s) queda determinada si los valores, dependientes de ϕ(s), del
sistema de infinitas variables que constituyen por ejemplo sus coeficientes de Fourier

x1 =

∫ +π

−π
ϕ(s) ds, x2 =

∫ +π

−π
ϕ(s) cos s ds, x3 =

∫ +π

−π
ϕ(s) sin s ds,

x4 =

∫ +π

−π
ϕ(s) cos 2s ds, x5 =

∫ +π

−π
ϕ(s) sin 2s ds, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

son cantidades conocidas, y por otra parte la relación dada (ecuación diferencial, integral o funcional) se
deja transformar en infinitas ecuaciones entre estos valores, de modo que estas ecuaciones vienen a ser
las infinitas relaciones dadas para la determinación de las infinitas incógnitas x1, x2, . . . .

El denominado problema de la determinación de infinitas incógnitas a partir de infinitas ecuaciones
parece a primera vista, debido a su generalidad, ingrato e inabordable; además, ocuparnos de él acarrea
el peligro de hacer que nos perdamos en unas consideraciones demasiado dif́ıciles, atrevidas o miopes
sin obtener ningún beneficio para problemas más profundos. Pero si no nos dejamos confundir por estas
consideraciones somos como Sigfrido, ante quien el Fuego mágico por śı mismo se apaga gradualmente, y
en recompensa se nos otorga el hermoso premio de una creación metódicamente uniforme de Álgebra y
Análisis.

Para garantizar el acceso al problema de la determinación de infinitas incógnitas a partir de infinitas
ecuaciones, recordemos el modo de proceder en el caso de un número finito de variables: consideremos
que los primeros miembros de las relaciones dadas son funciones de un número de argumentos, y que
la dificultad de la búsqueda de las raices de las ecuaciones dadas depende de la naturaleza de esas
funciones. Si son —por empezar con las más sencillas— funciones lineales, cuadráticas o enteras racionales
cualesquiera, las ecuaciones que se forman mediante su igualación a cero las enseña a resolver la Teoŕıa de
las ecuaciones numéricas. En la Teoŕıa de funciones encontramos en primer lugar el concepto general de la
función de un número cualquiera de variables; al especializar este concepto paso a paso por las exigencias
de continuidad, después de diferenciabilidad, etc., llegamos finalmente, a través de otra especialización
del concepto de función, al concepto de función anaĺıtica.

La primera tarea del Análisis de un número infinito de variables debe ser la de trasladar todos estos
conceptos, y las primeras propiedades concernientes a los mismos, en la forma apropiada para el caso de

1Tuve previsto exponer las siguientes consideraciones en el IV Congreso Internacional de los Matemáticos de
1908 en Roma. [Finalmente D. Hilbert no acudió a aquel Congreso por problemas de salud, según se informa en
las correspondientes Actas, Vol. I, p. 3. (N. del T.) ]
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infinitas variables.2 Aśı ahora mismo, en un primer ensayo, para definir el concepto de función lineal de
infinitas variables, esto exige la consideración efectiva de que una expresión lineal en las infinitas variables
x1, x2, . . . , como

a1x1 + a2x2 + . . . ,

ciertamente solo puede representar una función de aquellas infinitas variables, cuando la serie sea con-
vergente, y esto es cierto solo en el caso de que las infinitas variables x1, x2, . . . , que provisionalmen-
te podŕıamos considerar reales, queden limitadas por desigualdades. Estas desigualdades restrictivas se
podŕıan escoger de muchas maneras, pero la arbitrariedad desaparece si se exige —según el principio de
dualidad— que los coeficientes a1, a2, . . . de la función lineal sean asimismo el sistema de valores de las
infinitas variables que satisface una desigualdad suficientemente restrictiva. La restricción para las infini-
tas variables x1, x2, . . . puede consistir de una manera muy sencilla en que la suma de sus cuadrados sea
finita, la primera restricción que se nos ocurre al hablar de funciones o ecuaciones de infinitas variables
reales x1, x2, . . . . En particular se enseña que la expresión lineal

a1x1 + a2x2 + . . . ,

define una función lineal de las infinitas variables x1, x2, . . . , cuando y solo cuando la suma de los
cuadrados de los coeficientes a1, a2, . . . es finita.

Volvamos ahora al tratamiento del concepto de continuidad. Decimos que los infinitos sistemas de
valores

(x′) = x′1, x′2, . . .

(x′′) = x′′1 , x′′2 , . . .

(x′′′) = x′′′1 , x′′′2 , . . .

. . .
... . . . . . . . . .

se convierten con continuidad en el [convergen al] sistema de valores

(x) = x1, x2, . . .

cuando se cumplen todas las condiciones de ĺımite siguientes

ĺım
n→∞

x
(n)
1 = x1,

ĺım
n→∞

x
(n)
2 = x2,

. . . . . . . . . . . .

Una función F (x) de las infinitas variables x1, x2, . . . se dice continua cuando los valores de la función
F (x′), F (x′′), F (x′′′), . . . se aproximan siempre al valor F (x) en tanto que los infinitos sistemas de valores
(x′), (x′′), (x′′′), . . . converjan al sistema de valores (x).

En base a esta definición de continuidad nos daremos cuenta fácilmente que, correspondiendo al caso
de un número finito de variables, una función continua de funciones continuas es siempre otra función
continua. Pero, sobre todo, que es válido también el hecho de que una función continua de infinitas
variables debe alcanzar siempre un mı́nimo3 —un teorema que nos parece, a causa de su precisión, su
generalidad y su aplicabilidad, como un equivalente del conocido principio de Dirichlet.

En lo concerniente a funciones de infinitas variables de un tipo particular, sabemos que una función
lineal siempre es continua. Para una definición de las funciones cuadráticas, sean apq (p, q,= 1, 2, . . .)
cantidades cualesquiera, tales que exista el ĺımite

ĺım
n→∞

∑
(p,q=1,2,...n

apqxpxq

2Ver por ejemplo mis comunicaciones 4a y 5a Über die Grundzuge einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Mathematisch-physikalische Klasse, 1906, 157–227 y 439–480;
o bien Grundzuge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912, caṕıtulos 4. y 5.

3Ver mi 4a comunicación, p. 200 y mi 5a comunicación, p. 440 [Anm. 1, p. 57].
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para todos los valores de las variables x1, x2, . . . ; entonces designaremos este ĺımite con

Q(x) =
∑

(p,q=1,2,...n

apqxpxq

y lo llamaremos una función cuadrática de las infinitas variablesx1, x2, . . . . Una función cuadrática en
general no es continua, sino que solo puede considerarse, en un sentido en cuya discusión no podemos
detenernos aqúı, como una función “acotadamente continua” de las infinitas variables x1, x2, . . . . Sin
embargo, una función cuadrática resulta ser continua cuando lo es para un sistema de valores particular,
como por ejemplo para el sistema x1 = 0, x2 = 0, . . . .

Las recién definidas funciones lineales y cuadráticas tiene carácter homogéneo en las variables x1, x2,
. . . y por ello se llaman también formas; nosotros designaremos como funciones lineales o cuadráticas
respectivamente también a las sumas de constantes y formas lineales o sumas de funciones lineales y
formas cuadráticas respectivamente. Inmediatamente se dejan introducir los correspondientes conceptos
de forma bilineal, transformación lineal, ortogonal, invariante, etc., y mediante un desarrollo de estos
conceptos y de las propiedades primitivas de los mismos se origina una teoŕıa de las formas en infinitas
variables, —un nuevo campo cient́ıfico en cierto modo intermedio entre el álgebra y el Análisis, ya que
si con respecto a sus métodos se apoya en el álgebra, a causa de la naturaleza transcendente de sus
resultados en cambio pertenece al Análisis.

Son de importancia los teorema sobre formas cuadráticas y bilineales.4 Vaya por delante el teorema
según el cual, si la forma cuadrática Q(x) es continua, siempre se puede transformar, mediante una
transformación ortogonal, en la suma de los cuadrados de unas nuevas variables x′1, x′2, . . . , de modo
que se tiene

Q(x) = k1x
′
1
2

+ k2x
′
2
2

+ · · · ,

donde k1, k2, . . . es una cierta sucesión de constantes que converge a cero. A este teorema le siguen otros
y finalmente un importante teorema sobre las formas bilineales continuas, cuyo contenido esencial viene
a decir que Un sistema de infinitas ecuaciones lineales en infinitas incógnitas que procede de una forma
bilineal continua tiene , con respecto a la existencia y número de soluciones, todas las propiedades de un
sistema de un número finito de ecuaciones y un número finito de incógnitas.

En lo que concierne a la argumentación de la necesaria demostración de estos teoremas, decir que se
basan fundamentalmente en el teorema mencionado hace un momento de la existencia del mı́nimo de una
función continua de infinitas variables, y el curso posterior es tan simple y natural, que es solo necesario
llamar la atención de las personas a que pasen entre las estaciones en el orden correcto, con lo cual todo el
mundo adivinará inmediatamente los pasos de conexión: hay que utilizar simplemente las consideraciones
oportunas de la teoŕıa de las formas cuadráticas y bilineales con un número finito de variables, como si
estas consideraciones celebraran sus mejores triunfos primeramente aqúı, en la teoŕıa de las formas con
infinitas variables.

No es menos importante la teoŕıa de las formas cuadráticas solo acotadamente continuas. Resulta que
estas formas también admiten una representación análoga: solo hay que añadir a la suma infinita de
cuadrados de formas lineales, como ocurre ya en la representación de las formas cuadráticas continuas,
cierta integral con carácter de suma de cuadrados.5

Ahora, si la teoŕıa de funciones de infinitas variables que hemos dado a conocer hasta el momento
presenta un interés independiente y su estudio es en śı misma de valor, lo que importa sobre todo para
conseguir su objetivo principal es ganar con ella un punto de vista general y un método de demostración
uniforme para los conocidos problemas del Análisis que se refieren a la solución de ecuaciones entre
funciones.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[Ahora (p. 61, segundo párrafo), Hilbert se pone a hablar de ecuaciones integrales lineales, ecuaciones diferen-

ciales lineales, cálculo de variaciones, . . . , y prosigue (a partir de p. 64, párrafos finales)]:

4Ver mi 4a comunicación, p. 201 [Anm. 1, p. 57].
5Este importante problema aqúı señalado, cuyo tratamiento he dejado registrado en mi citada 4a comunicación

de Anm. 1, p. 57, se ha promovido ya esencialmente en los siguientes trabajos:
E. Hellinger y O. Toeplitz, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-Phys. Klasse 1906, p. 351–355.
O. Toeplitz, Ibid. 1907, p. 101–109.
O. Toeplitz, Ibid. 1907, p. 110–115.
E. Hellinger, Inaugural Dissertation Göttingen 1907. D.V. Nr. 41.
E. Schmidt, Rend. Circ. Mat. Palermo 25 (1908), p. 53–77.
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Hasta ahora solo hemos tratado de problemas transcendentes lineales y algunos bilineales. En general,
para acometer un problema transcendente por medio del método de infinitas variables, es necesario antes
desarrollar la teoŕıa de funciones de infinitas variables, y esto se efectua ante todo mediante la introducción
del concepto de función anaĺıtica de infinitas variables.6

En el tratamiento que hab́ıamos hecho hasta ahora de las funciones lineales, cuadráticas y bilineales
de infinitas variables, los coeficientes eran siempre cantidades reales y sobre las variables se impońıa la
condición de que deb́ıan poseer una suma de cuadrados finita; estas restricciones van a ser suprimidas a
partie de ahora: por una serie de potencias de infinitas variables vamos a entender una expresión de la
forma

P(x1, x2, . . .) = c+
∑
(p)

cpxp +
∑
(p,q)

cpqxpxq +
∑

(p,q,r)

cpqrxpxqxr + . . . (H1)

(p, q, r, . . . = 1, 2, 3, . . .), donde c, cp, cpq, cpqr son cantidades dadas cualesquiera reales o complejas y
x1, x2, x3, . . . denotan a las variables, que análogamente pueden tomar valores reales o complejos. Si la
expresión (H1) converge absolutamente para un cierto sistema de cantidades reales o complejas ninguna
de ellas nula

x1 = ε1, x2 = ε2, x3 = ε3, . . . ,

asimismo se encuentra convergencia absoluta para la serie P(x1, x2, . . .) para todos los valores reales o
complejos de las variables que satisfagan las desigualdades

|x1| ≤ |ε1| , |x2| ≤ |ε2| , |x3| ≤ |ε3| , . . . ; (H2)

decimos entonces que la serie de potencias P(x1, x2, . . .) representa una función anaĺıtica F de las infinitas
variables x1, x2, x3, . . . en el entorno del punto x1 = 0, x2 = 0,. . . definido por (H2).

Para alcanzar un criterio que permita decidir si una expresión arbitraria que se nos presenta

c+
∑
(p)

cpxp +
∑
(p,q)

cpqxpxq +
∑

(p,q,r)

cpqrxpxqxr + . . . (H3)

(p, q, r, . . . = 1, 2, 3, . . .), representa una función anaĺıtica de las infinitas variables x1, x2, . . . , imaginemos
que para cada valor de n igualamos a cero la totalidad de las variables xn+1, xn+2, . . . en la expresión
(H3). La expresión aśı resultante en las n variables x1, x2, . . . , xn se llama la sección n-ésima de (H3);
ahora bien, si hay un entorno en el que para cada valor de n la sección n-ésima es una serie de potencias
absolutamente convergente de las variables x1, . . . , xn, y los valores absolutos de todas estas series quedan
por debajo de una cota independiente de n, entonces se dice que la expresión (H3) está acotada en ese
entorno. Se cumple el teorema de que toda expresión (H3) acotada en un entorno representa una función
anaĺıtica de las infinitas variables x1, x2, x3, . . . . En particular cuando los módulos de los términos en una
expresión como (H3) queden por debajo de una cota finita, es decir, cuando las sumas de (H3) aparezcan
solo en un número finito, la expresión se llama entera y racional. Por el teorema mencionado se deduce
que una expresión entera y racional en un cierto entorno siempre representa una función anaĺıtica, a la
que se llama función entera racional de las infinitas variables.

Sigo con algún ejemplo de funciones anaĺıticas de infinitas variables.
El determinante de Hill, que juega un papel en la resolución de ciertos sistemas de ecuaciones con

infinitas incógnitas: ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x11 x12 x13 . . .
x21 1 + x22 x23 . . .
x31 x32 1 + x33 . . .
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
es una función anaĺıtica de las infinitas variables x11, x12, x13, x21, x22, x23, . . . .

Obtenemos otro ejemplo si en la ecuación

y = x1 + x2y
2 + x3y

3 + . . .

calculamos y como una serie de potencias en x1, x2, . . . como sigue:

y = x1 + x2
1x2 + x3

1x3 + 2x3
1x

2
2 + x4

1x4 + · · · ;

6El concepto de función anaĺıtica de infinitas variables viene ya de Helge von Koch: Sur les systèmes d’ordre
infini d’équations différentielles, Svenska Vetenskaps-Akad. 56 (1899) p. 395–411.
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porque se lleva adelante fácilmente, con ayuda del método de la mayorante, la prueba de que esta serie
de potencias converge en cierto entorno del punto x1 = 0, x2 = 0, . . . , luego y es una función anaĺıtica
de x1, x2, . . . .

Sea, para proporcionar un tercer ejemplo,

P(x, y) = u00 + u10x+ u01y + u20x
2 + u11xy + u02y

2 + · · ·

una serie de potencias de las variables x e y y u00, u10, u01, u20, . . . sus coeficientes. La solución y de la
ecuación diferencial

dy

dx
= P(x, y)

que se anula para x = 0 resulta ser una función anaĺıtica de las infinitas variables u00, u10, u01, u20,
. . . , aśı que la integral de una ecuación diferencial anaĺıtica con condición adicional anaĺıtica resulta ser
también una función anaĺıtica de la totalidad de los sucesivos coeficientes en consideración.

En lo que sigue vamos a tratar ante todo de trasladar a la teoŕıa de las funciones anaĺıticas de infinitas
variables los conceptos y resultados importantes de la teoŕıa de las funciones anaĺıticas de un número
finito de variables.

En primer lugar es claro que el bien conocido teorema en la teoŕıa de funciones de un número finito
de variables que dice que los coeficientes de la serie de potencias son todos nulos si la función se anula en
cada punto de un entorno, en esta teoŕıa sigue siendo correcto; porque las secciones de esta función, que
son series de potencias de un número finito de variables, deben igualmente anularse idénticamente; por
consiguiente todos sus coeficientes son nulos.

A continuación probamos de trasladar el método de prolongación a una serie de infinitas variables.
Sea a1, a2, . . . un punto del entorno (H2) de la serie de potencias P(x1, x2, . . .), y ordenemos entonces

P(y1 − a1, y2 − a2, . . .)

según las potencias de y1, y2, . . . del mismo modo que (H3) estaba ordenada según las potencias de x1,
x2, . . . ; la serie de potencias resultante Q(y1, y2, . . .) convergerá en todos los puntos de un entorno

|y1| ≤ |η1| , |y2| ≤ |η2| , |y3| ≤ |η3| , . . . ;

del punto y1 = 0, y2 = 0, y3 = 0, . . . . Las funciones representadas por P y Q coinciden una con otra en
los puntos donde convergen ambas. Para los puntos en los que Q(y1, y2, . . .) converge y P(x1, x2, . . .) no,
Q proporciona la prolongación anaĺıtica de la función anaĺıtica F definida mediante P(x1, x2, . . .).

Aún añadiré una nota a esto. En la teoŕıa de funciones de una variable se demuestra el siguiente
teorema: Si P(x) es una serie de potencias convergente en un determinado circulo de centro 0 y f(y) una
función anaĺıtica regular inyectiva e inversible en un entorno del punto y = 0, y desarrollamos P(f(y)) en
potencias de y, es posible que esta serie de potencias converja en un punto y = y0 tal que x0 = f(y0) caiga
fuera del ćırculo de convergencia de la serie P(x). Entonces la serie de potencias P(f(y)) en el entorno
del punto y = y0, considerada como función de x, sirve como prolongación anaĺıtica de P(x) en el entorno
de x = x0. Este teorema, que es válido igualmente para funciones de un número finito de variables, no es
ya correcto en la teoŕıa de funciones de infinitas variables, como muestra el siguiente ejemplo: La función
lineal

L(x1, x2, . . .) = x1 + x2 + x3 · · ·

es según la definición antedicha de prolongación anaĺıtica, uńıvoca y no prolongable sobre el dominio de
convergencia primitivo [la región

∑
x2
i < 1]. Pero pongamos

y1 = x1 + x2, y2 = x2, y3 = x3 + x4, y4 = x4, y5 = x5 + y5, . . . ,

de modo que
L(x) = y1 + y3 + · · · ,

y esta serie converge por ejemplo también para x1 = 1, x2 = −1, x3 = 1, x4 = −1, . . . y suministra
el valor 0, aunque la función original no es prolongable hasta ese punto. Si se quiere tener en cuenta
esta circunstancia, al definir el concepto general de prolongación hay que abandonar la univocidad de la
función L(x). De hecho, mediante la sustitución

z1 = x1, z2 = x2 + x3, z3 = x3, z4 = x4 + x5, z5 = x5, . . . ,
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L(x) se transforma en z1 + z2 + z4 + . . ., y suministra para el punto x1 = 1, x2 = −1, x3 = 1, x4 = −1,
. . . el valor 1, cuando antes hab́ıamos obtenido el valor 0.

Para mostrar una aplicación del concepto de prolongación anaĺıtica de una función de infinitas varia-
bles, daré el ejemplo de una tal función, para la cual su prolongación anaĺıtica es capaz incluso de tomar
todos los valores de un itervalo de números reales. A saber, la función

F (x1, x2, . . .) =
1

2

√
1− x1 +

1

22

√
1− x2 +

1

23

√
1− x3 +

1

24

√
1− x4 + . . .

es evidentemente desarrollable en una serie de potencias de x1, x2, x3, . . . que ciertamente es absoluta-
mente convergente en el entorno

|x1| ≤
1

2
, |x2| ≤

1

2
, |x3| ≤

1

2
, . . .

Se tiene

F (0, 0, . . .) =
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · = 1.

Dejemos ahora que alguna de las variables complejas xp recorra un camino que encierre al punto 1,
de modo que en la anterior serie infinita, en lugar del término + 1

2p

√
1− xp, aparezca el valor opuesto

− 1
2p

√
1− xp. La correspondiente prolongación de la función anaĺıtica F (x1, x2, . . .) tomará por lo tanto,

en el punto x1 = 0, x2 = 0, . . . , el valor

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · − 1

2p
+ . . . .

Si dejamos rodear al punto 1 a un sistema cualquiera de las variables complejas, podemos conseguir que
la prolongación anaĺıtica de la la función F (x1, x2, . . .) pueda alcanzar cualquier valor de la forma

±1

2
± 1

22
± 1

23
± · · · ,

es decir, la función anaĺıtica F (x1, x2, . . .) tomará efectivamente, en el punto x1 = 0, x2 = 0, . . . , todos
los valores reales comprendidos entre −1 y 1. Este hecho es notable porque con él se ha mostrado que una
función anaĺıtica de infinitas variables puede ser continuo-valuada, mientras que una función anaĺıtica
de un número finito de variables, según un conocido teorema demostrado por Volterra y Poincaré, solo
puede ser numerablemente-valuada.

Se cumple el teorema de que una función anaĺıtica de infinitas variables es continua en cada punto,
relativamente a cada entorno de este punto; es decir, que si la totalidad de los sistemas de valores

a
(p)
1 , a

(p)
2 , . . . (p = 1, 2, 3, . . .)

pertenecientes a un entorno del punto a1, a2, . . . , convergen hacia el sistema de valores a1, a2, . . . ,
entonces también los correspondientes valores de la función anaĺıtica convergen siempre hacia el valor
que posee en el punto a1, a2, . . . . En cambio resulta que una función anaĺıtica de infinitas variables de
ninguna manera es continua relativamente a un entorno cualquiera.

De este teorema se sigue inmediatamente el hecho siguiente: Si la serie de potencias P(x1, x2, . . .)
converge en el entorno |x1| ≤ ε1, |x2| ≤ ε2, . . . , entonces la función representada en este entorno está aco-
tada. De hecho el máximo del módulo de la función proporciona una cota superior para el módulo de sus
secciones. Este teorema es un rećıproco del teorema posterior al anterior display (H3).

Lo mismo que el planteamiento del concepto de continuidad de una función de infinitas variables
requiere esencialmente fijar también la vecindad del punto que deba tenerse en consideración, el concepto
de máximo o mı́nimo de una función anaĺıtica de infinitas variables también depende en uno esencial de
los puntos de comparación a los que hay que hacer caso, de la delimitación de la vecindad, de modo que
se llega a que, para una serie de potencias de infinitas variables, el comportamiento de los términos de
segundo grado para distinguir entre un máximo o un mı́nimo no señala ahora en la misma forma que lo
haćıa para una función de un número finito de variables.

Sirva como ejemplo la serie de potencias

x2
1

12
+
x2

2

22
+
x2

3

32
+ . . .− x3

1

1
− x3

2

2
− x3

3

3
− . . . ,
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que para todos los sistemas de valores reales que satisfacen la condición

x2
1 + x2

2 + x2
3 + . . . ≤ 1 (H4)

es absolutamente convergente y representa una función continua relativa a esta región (H4). Aunque los
términos de segundo grado son definidos positivos y se anulan solamente para

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, . . . ,

en este punto no se alcanza un mı́nimo que no esté relativamente ligado a un entorno del punto, ya que
para

x1 = 0, x2 = 0, . . . xn−1 = 0, xn =
2

n
, xn+1 = 0, . . .

la función tiene el valor negativo
22

n4
− 23

n4
= − 22

n4
.

Otro ejemplo lo proporciona la función representada en la misma región (H4) por la serie de potencias

x2
1 + x2

2 + x2
3 + · · · − 2x3

1 − 2x3
2 − 2x3

3 − . . . ;

esta función no tiene un mı́nimo en el punto

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, . . . ,

relativamente a la región (H4), ya que la sustitución de

x1 = 0, x2 = 0, . . . xn−1 = 0, xn = 1, xn+1 = 0, . . .

proporciona un valor negativo. Se encuentra en cambio que en aquel punto tiene lugar un mı́nimo relativo
al entorno

|x1| ≤
1

2
, |x2| ≤

1

2
, |x3| ≤

1

2
, . . . ;

pues para todos los valores reales de las variables que satisfacen estas desigualdades, dado que

x2
n − 2x3

n > 0,

la función resulta ser positiva.
Usando el teorema mencionado hace un momento, según el cual una fución anaĺıtica es continua relati-

vamente en cada entorno, se consigue establecer el fundamental resultado de que una función anaĺıtica de
infinitas funciones anaĺıticas de infinitas variables es una función de nuevo anaĺıtica de estas variables.

Para demostrar este teorema, consideremos la serie de potencias

P(x1, x2, . . .) =
∑

Cn1...nkx
n1
1 · · ·x

nk
k ,

que es absolutamente convergente en algún entorno del punto x1 = 0, x2 = 0, . . . , acaso para el sistema
de valores

|x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1, . . . ;

sean además
x1 = x1(ξ1, ξ2, . . .), x2 = x2(ξ1, ξ2, . . .), . . .

series de potencias de las infinitas variables ξ1, ξ2, . . . todas ellas absolutamente convergentes en el
entorno

|ξ1| ≤ α1, |ξ2| ≤ α2, . . . ,

—donde α1, α2, . . . se sobrentienden constantes positivas— y cuyo módulo se mantenga menor que 1 en
este entorno. Por aplicación de esta sustitución, la función P(x1, x2, . . .) se transforma en una función de
ξ1, ξ2, . . . :

P(x1(ξ), x2(ξ), . . .) = F (ξ1, ξ2, . . .),

y queremos demostrar que esta es una función anaĺıtica de ξ1, ξ2, . . . .
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Cada término de la serie de potencias P es producto de un número finito de factores que son series de
potencias de ξ1, ξ2, . . . absolutamente convergentes. Del teorema de multiplicación de series absolutamente
convergentes se deduce que cada término de P se convierte en una función anaĺıtica de ξ1, ξ2, . . . que
se mantiene menor que 1 en módulo. En otras palabras, F (ξ1, ξ2, . . .) es una suma de series de potencias
absolutamente convergentes:

F (ξ1, ξ2, . . .) = C1X1(ξ1, ξ2, . . .) + C2X2(ξ1, ξ2, . . .) + · · · ,

donde los C1, C2, . . . son los coeficientes de la serie de potencias P(x1, x2, . . .). Según nuestra suposición,
la suma de los módulos de estos coeficientes se mantiene finita. Pero de esto se sigue que la función
F (ξ1, ξ2, . . .) está acotada en el entorno considerado |ξp| ≤ αp. Ahora vamos a considera las secciones
n-ésimas de esta función:

[F ]n = C1[X1]n + C2[X2]n + · · · .

Como los X1, X2, . . . se mantienen en módulo menores que 1, aśı [F ]n, como la suma de una serie
uniformemente convergente y cuyos términos son funciones anaĺıticas de ξ1, . . . , ξn, es una función
anaĺıtica de estas variables. De ah́ı podemos formar formalmente una serie de potencias de las infinitas
variables ξ1, ξ2, . . . constituida de forma que sus secciones coincidan con las secciones de la función
F (ξ1, ξ2, . . .) y además estén acotadas en el entorno |ξ1| ≤ α1, |ξ2| ≤ α2, . . . . Pero de ello se sigue que la
serie de potencias aśı construida es absolutamente convergente en un entorno determinado y representa
una función anaĺıtica. Para constatar la identidad de esta función anaĺıtica con la función F (ξ1, ξ2, . . .)
señalemos que ambas funciones son continuas y por consiguiente coinciden en cada punto con el ĺımite
de sus respectivas secciones, que son las mismas funciones en cada caso.

Una de las tareas más importantes de nuestra teoŕıa reside en la resolución de ecuaciones anaĺıticas da-
das entre infinitas variables Si estas ecuaciones son lineales, serán de aplicación los teoremas mencionados
al comienzo de esta conferencia apropiadamente modificados. Pero también en el caso de ecuaciones no
lineales se pueden conseguir teoremas generales. Como ejemplo sirva el siguiente, el teorema concerniente
a la inversión de un sistema de ecuaciones:7

Nos presentan el siguiente sistema de ecuaciones

y1 = x1 + P1(x1, x2, . . .),

y2 = x2 + P2(x1, x2, . . .),

y3 = x3 + P3(x1, x2, . . .),

. . . . . . . . . . . .

donde, en general, Pn(x1, x2, . . .) es una serie de potencias de las infinitas variables x1, x2, . . . que no
contiene ningún término lineal y cuyos coeficientes se mantienen en su totalidad en módulo por debajo
de una cota Mn; además se supone que la suma

M1 +M2 +M3 + . . .

es finita. Entonces queda uńıvocamente determinado un sistema de series de potencias absolutamente
convergentes de las variables y1, y2, . . . que representan las soluciones anaĺıticas de aquel sistema de
ecuaciones.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[siguen (p. 71 abajo y p. 72) unas consideraciones generales finales]

7Ver Helge von Koch, Sur les fonctions implicites définies par une infinité d’équations simultanées. Bull.
Soc. math. France Bd. 27 (1899) 215–227. Este teorema coincide esencialmente con uno probado por E. Schmidt
para ecuaciones integrales: Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. III Teil. Math. Ann.
Bd. 65 (1908) 370–399.
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Sobre la importancia de las series de potencias en infinitas variables

en la teoŕıa de las series de Dirichlet
∑

an
ns

.

Por

Harald Bohr de Copenhague.

Presentado por el sr. D. Hilbert en la sesión de 21 de junio de 1913.

(extracto de la Introducción, p. 444–446):

El parágrafo §3 contiene un estudio sobre las series de potencias de infinitas variables [o con infinito
número de variables]. Según el sr. Hilbert,1 se entiende por sección m-ésima de una serie de potencias

P (x1, x2, . . . , xm, . . .) = c+
∑

α=1,2,...

cα xα +
∑

α,β=1,2,...
α≤β

cα,β xαxβ +
∑

α,β,γ=1,2,...
α≤β≤γ

cα,β,γ xαxβxγ + . . . (B1)

la serie de potencias en las m variables x1, x2, . . .xm

Pm(x1, x2, . . . , xm) = c+
∑

α=1,2,...m

cα xα +
∑

α,β=1,2,...m
α≤β

cα,β xαxβ +
∑

α,β,γ=1,2,...m
α≤β≤γ

cα,β,γ xαxβxγ + . . . (B2)

que se origina cuando en (B1) se igualan a 0 todas las variables xm+1, xm+2, . . . .
Sea (Gm) una sucesión de números reales positivos; decimos que la serie de potencias P (x1, x2, . . .)

está acotada en la región |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . |xm| ≤ Gm, . . . , cuando se cumplen las dos condiciones
caracteŕısticas siguientes:

1. Para cada m ≥ 1 la sección m-ésima Pm(x1, x2, . . . , xm) es absolutamente convergente en la región
|x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . |xm| ≤ Gm.

2. Existe un K > 0 independiente de m, tal que para cada m ≥ 1 se verifica |Pm(x1, x2, . . . , xm)| < K
en la región |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . |xm| ≤ Gm.

A continuación, en el §3 estudiamos la relación que hay entre la acotación de una serie de potencias
en infinitas variables y la convergencia absoluta de la serie. Demostramos el siguiente teorema:

Si la serie de potencias P (x1, x2, . . .) está acotada en la región |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . |xm| ≤ Gm, . . . ,
y (εm) es una sucesión de números tales que 0 < εm < 1 para todo m ≥ 1 y que la serie

∑∞
m=1 ε

2
m es

convergente, entonces P (x1, x2, . . .) es absolutamente convergente en la región |x1| ≤ ε1G1, |x2| ≤ ε2G2,
. . . |xm| ≤ εmGm, . . . .

Sea S ≤ ∞ el ĺımite superior de los número positivos α que tienen la siguiente propiedad: Toda serie
de potencias P (x1, x2, . . .) acotada en la región |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . es absolutamente convergente
en la región |x1| ≤ ε1G1, |x2| ≤ ε2G2, . . . cuando 0 < εm < 1 para todo m ≥ 1 y la serie

∑∞
m=1 ε

α
m es

convergente. Este S es una constante absoluta ≤ ∞, y según el teorema anterior se tiene S ≥ 2.
En la sección §4 enseño el importante papel que juega este número S en el estudio de los problemas

de la convergencia absoluta de la serie de Dirichlet

f(s) =

∞∑
n=1

an
ns
. (B3)

1D. Hilbert, Wesen und Ziele einer Analysis der unendlich vielen unabhängigen Variabeln. Palermo Rendiconti
Bd. 27, 1909, p. 59–74, p. 67.
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Sea (B3) una serie de Dirichlet que posee un dominio de convergencia [no vaćıo], y supongamos que σ = A
designa la recta de convergencia, σ = B la recta de convergencia absoluta y σ = C la recta de convergencia
uniforme2 de la serie; se tiene −∞ ≤ A ≤ C ≤ B < ∞. Sea además D el número (−∞ ≤ D < ∞) tal
que, para cada ε > 0, la función definida por la serie es regular [e.d., desarrollable en serie de Taylor en
un entorno de cada punto de ese dominio] y acotada para σ > D + ε pero no para σ > D − ε. Se tiene
entonces, como hemos demostrado en otro lugar,3

C = D.

Esto engloba un teorema anterior de Schnee4 según el cual es A ≤ D. En base a la conocida relación
B − A ≤ 1 se sigue inmediatamente del Teorema de Schnee que la abscisa de convergencia absoluta B,
que evidentemente es ≥ D, es ≤ D+ 1. En la §4 estudiaré la diferencia B−C, es decir, dado que C = D,
la diferencia B − D, que según lo anterior es un número no negativo ≤ 1. Designemos por T ≥ 0 el
extremo inferior de todos los números positivos β que cumplen la siguiente propiedad: Para toda serie de
Dirichlet que posea un dominio de convergencia se tiene B−D ≤ β. Con otras palabras, sea T el número
≥ 0 tal que siempre es B −D ≤ T , mientras que para cada δ > 0 existe una serie de Dirichlet (B3) tal
que B −D > T − δ. Entonces yo demostraré: Se tiene

T =
1

S
,

donde S denota el número definido anteriormente en la teoŕıa de las series de potencias en infinitas
variables. A partir del resultado antes mencionado S ≥ 2 se sigue ahora en particular

T ≤ 1

2
,

por consiguiente: Toda serie de Dirichlet (B3) que posee un dominio de convergencia y para la cual la
función f(s) definida por la serie es regular y acotada para σ > η, es absolutamente convergente al menos
para σ > η + 1

2 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(extracto de la sección 1, p. 447–448):

Supongamos que la serie de Dirichlet (B3) es absolutamente convergente para σ = σ0, es decir, que

∞∑
n=1

|an|
nσ0

2Por la recta σ = C de convergencia uniforme hay que entender la recta tal que para cada ε > 0 la serie (B3)
converge uniformemente en el semiplano σ > C + ε pero no en el semiplano σ > C − ε. Ver H. Bohr, Über die
gleichmässige Konvergenz Dirichletcher Reihen, Crelles Journal, 1913, Bd. 143, 203–211.

3Ibid., §1. [Tomo de alĺı una explicación suplementaria]: Supongamos que una serie de Dirichlet general, es
decir,

∑∞
n=1 ane

−λns con 0 ≤ λ1 < λ2 < · · · y λn →∞, tiene un dominio no vaćıo de convergencia. Entonces:
Abscisa de convergencia σ = A (−∞ ≤ A <∞): la serie converge para σ > A y diverge para σ < A.
Abscisa de convergencia absoluta σ = B (−∞ ≤ B ≤ ∞): la serie converge absol. para σ > B y no converge

absol. para σ < B. Se tiene A ≤ B. Se sabe que ∀ε > 0 y E > 0 la serie es unif. conv. en la región σ > A + ε,
|s| < E (no necesariamente en el semiplano completo σ > A+ ε).

Abscisa de convergencia uniforme σ = C (−∞ ≤ C ≤ ∞): ∀ε > 0, la serie converge unif. para σ > C + ε pero
no en σ > C − ε. Se tiene A ≤ C ≤ B.

Sea f(s) la función definida por la serie de Dirichlet.
Abscisa de regularidad y acotación σ = D (−∞ ≤ D ≤ ∞): ∀ε > 0, f(s) es regular y acotada para σ > D + ε

pero no en σ > D − ε.
Dos resultados de Bohr en el paper citado en la nota anterior:
1) Si ∃` > 0 tal que ∀δ > 0 es 1/(λn+1 − λn) = O(exp(λn(` + δ))) y la serie tiene dominio de convergencia,

entonces C = D. Por ejemplo las series de tipo (B3) en que λn = log n son un caso particular importante en que
se cumple esto.

2) Si ĺımn→∞
logn
λn

= 0, entonces A = B = C = D.

4Ver por ejemplo E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 1909, Bd. II, pág. 848. El
resultado de Schnee mencionado en su texto es de paso un caso particular de un teorema más general de Schnee,
donde en vez de la acotación de f(s) sólo se supone que sea f(s) = O(|t|δ) para cada δ > 0.
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es convergente. Sea U = U(σ0) el conjunto de todos los valores u que toma la función f(σ0 + it) cuando
la variable real t recorre la recta desde −∞ hasta +∞, y sea V = V (σ0) el conjunto de todos los valores v
que toma la serie de potencias P (x1, x2, . . .) asociada con (B3)5 cuando las variables x1, x2, . . . recorren
independientemente una de otra las circunferencias

|x1| =
1

pσ0
1

, · · · |xm| =
1

pσ0
m
, · · · .

Teorema I. El conjunto U está contenido en V y es denso en V , es decir, para cada número v ∈ V y
todo ε > 0 existe un u ∈ U tal que |u− v| < ε, y por consiguiente un número real t0 tal que

|f(σ0 + it0)− v| < ε.

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(extracto de la sección 2, p. 451):

Supongamos que la serie (B3) posee un dominio de convergencia y sea B, −∞ ≤ B < ∞, la abscisa
de convergencia absoluta de (B3). Se designa, para cada σ0 > B, por W = W (σ0) el conjunto de todos
los valores w que toma la serie (B3) en un entorno infinitamente próximo de la recta σ = σ0,6 y sea
V = V (σ0) el mismo conjunto que en la sección §1. Se verifica:

Teorema II. Para cada número fijo σ0 > B el conjunto W es idéntico al conjunto V .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(sección 3 completa, p. 458–472):

§3

Sea (Gm) una sucesión de números positivos y P (x1, x2, . . .) una serie de potencias como (B1), acotada
en la región |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . |xm| ≤ Gm, . . . , es decir, cumpliendo que, para cada m ≥ 1 la sección
m-ésima Pm(x1, x2, . . . , xm) definida como (B2) es absolutamente convergente para |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2,
. . . |xm| ≤ Gm, aśı como que se puede elegir adecuadamente una constante K > 0 independiente de
m, tal que para cada m ≥ 1 se verifica |Pm(x1, x2, . . . , xm)| < K en la región |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2,
. . . |xm| ≤ Gm.7 En este parágrafo voy a estudiar qué se puede decir entonces sobre la convergencia
absoluta de la serie P (x1, x2, . . .).

La primera cuestión abierta en este sentido, evidentemente, es hasta qué punto la acotación de la serie
de potencias P (x1, x2, . . .) en la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . . ) implica su convergencia absoluta en la
misma región, es decir, la convergencia de la serie

|c|+
∑
α

|cα|Gα +
∑
α,β

|cα,β |GαGβ + . . . .

5Es decir [Introducción, pág. 442], la serie

P (x1, x2, . . . xm, . . .) =

∞∑
n=1

anx
ν1
n1
· · ·xνrnr = c+

∑
α

cα xα +
∑
α,β

cα,β xαxβ + · · · ,

donde
c = a1, cα = apα , cα,β = apα pβ , . . .

y pm designa el m-ésimo número primo. Al escribir cada número n como el producto de sus factores primos, la
serie (B3) se escribe como P (p−s1 , p−s2 , . . . , p−sm , . . .).

6Es decir [como Bohr explica en la Introducción], el conjunto de todos los valores w con la siguiente propiedad:
la función f(s) toma el valor w en la banda σ0 − δ < σ < σ0 + δ para todo δ > 0.

7Anotaré una vez por orientación [del lector] que la acotación o no acotación de una serie de potencias de
infinitas variables es una propiedad independiente del orden de sucesión de las variables en la serie, es decir, cuando
P (x1, x2, . . .) está acotada en la región |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . y r1, r2, . . . es una reordenación de la sucesión 1,
2, . . . , entonces la serie de potencias Q(xr1 , xr2 , . . .) formalmente idéntica con P (x1, x2, . . .), está acotada en la
región |xr1 | ≤ Gr1 , |xr2 | ≤ Gr2 , . . . . Esto se sigue de que, para cada m se puede dar un M ≥ m tal que la m-ésima
sección Qm(xr1 , xr2 , . . . , xrm) surge de la sección PM (x1, x2, . . . , xM ) cuando en esta última cierto subconjunto
de las variables x1, x2, . . . , xM se iguala a 0.
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Mostraré mediante un ejemplo que esto no es cierto en general.8 Y a este propósito procederé como sigue:
sabemos que existe una serie de potencias f(z) =

∑∞
n=1 anz

n convergente en |z| < 1 y con las siguientes
propiedades:

1. f(z) está acotada en |z| < 1.

2. La serie
∑∞
n=1 |an| es divergente, de modo que ĺım

|z|→1−

∞∑
n=1

|anzn| =∞.

De aqúı se sigue inmediatamente la existencia de una sucesión de funciones

fm(z) =

∞∑
n=1

a(m)
n zn (m = 1, 2, 3, . . . )

con las siguientes propiedades:

1. Para cada m ≥ 1 la serie
∑∞
n=1 a

(m)
n zn es absolutamente convergente en |z| < 1.

2. Para cada m ≥ 1 se tiene
∑∞
n=1

∣∣∣a(m)
n

∣∣∣ > 1, aśı como |fm(z)| < 1
2m para cada m ≥ 1 y para todo

|z| < 1.

Entonces considero la serie de potencias de infinitas variables x1, x2, . . .

P (x1, x2, . . .) = f1(x1) + f2(x2) + . . . =

∞∑
n=1

a′nx
n
1 +

∞∑
n=1

a′′nx
n
2 + . . .+

∞∑
n=1

a(m)
n xnm + . . . .

Evidentemente esta serie es acotada para |x1| ≤ 1, . . . |xm| ≤ 1, . . . porque, para cada m ≥ 1, su sección
m-ésima

P (x1, x2, . . . , xm) = f1(x1) + f2(x2) + . . .+ fm(xm) =

∞∑
n=1

a′nx
n
1 +

∞∑
n=1

a′′nx
n
2 + . . .+

∞∑
n=1

a(m)
n xnm

es absol. conv. para |x1| ≤ 1, . . . |xm| ≤ 1, y además, para cada m ≥ 1, se tiene

|P (x1, x2, . . . , xm)| = |f1(x1) + . . .+ fm(xm)| ≤ |f1(x1)|+ . . .+ |fm(xm)| < 1

2
+ . . .+

1

2m
< 1

cuando |x1| ≤ 1, . . . |xm| ≤ 1.

Al lado de esto, a causa de la validez de las desigualdades
∑∞
n=1

∣∣∣a(m)
n

∣∣∣ > 1 para cada m ≥ 1, se deduce

que la serie de potencias P (x1, x2, . . .) no es absol. conv. en la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . . ), es decir,
la serie

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∣∣∣a(m)
n

∣∣∣
es divergente.9

Antes de proceder a un estudio más profundo nos servirá de orientación en primer lugar el siguiente
teorema de muy fácil demostración.

8La cuestión rećıproca es naturalmente de respuesta afirmativa, es decir, cuando P (x1, x2, . . .) es absol. conv.
en la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . . ), entonces es acotada a fortiori en la misma región.

9Sea P (x1, x2, . . .) una serie de potencias absol. conv. en la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . . ), donde (Gm) es
una sucesión de números positivos; el sr. Hilbert ya expone en su disertación antes citada, p. 67, como declaración
firme, que entonces “la serie de potencias P (x1, x2, . . .) representa una función F de las infinitas variables x1, x2,
. . . en el entorno del punto x1 = 0, x2 = 0, . . . definido por |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . ”. Y añade, sin indicación de
la demostración de este hecho: “Se cumple que cada expresión P (x1, x2, . . .) acotada en algún entorno representa
una función anaĺıtica de las infinitas variables x1, x2, . . . ”. Como resulta del texto de arriba, esta frase no puede
significar que cuando P (x1, x2, . . .) es acotada en la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . .), entonces es absol. conv.
en la misma región, sino que, en todo caso, significaŕıa: cuando existe una sucesión (Gm) de números positivos
tal que P (x1, x2, . . .) es acotada en la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . .), entonces existe una sucesión (Hm) de
números positivos tal que P (x1, x2, . . .) es absol. conv. en la región |xm| ≤ Hm (m = 1, 2, . . .). Comparar el
siguiente teorema del texto.
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Sea (Gm) una sucesión de números positivos y la serie de potencias P (x1, x2, . . .) acotada en la región
|x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . . Sea además (εm) una sucesión de números positivos tal que para cada m ≥ 1,
0 < εm < 1 y además tal que la serie

∑∞
m=1 εm converge. Entonces P (x1, x2, . . .) es absolutamente

convergente en la región |x1| ≤ ε1G1, |x2| ≤ ε2G2, . . . , es decir, la serie

|c|+
∑
α

|cα| εαGα +
∑
α,β

|cα,β | εαεβGαGβ + . . .

es convergente.

Demostración. Se puede suponer sin perder generalidad Gm = 1 para todo m ≥ 1; basta aplicar en otro
caso la transformación x1 = G1x

′
1, x2 = G2x

′
2, . . . . Por hipótesis se tiene que, para cada m ≥ 1, la sección

m-ésima Pm(x1, x2, . . . , xm) es absol. conv. en |x1| ≤ G1, . . . |xm| ≤ Gm y además |Pm(x1, x2, . . . , xm)| <
K en la misma región, con K independiente de m. De esto se sigue inmediatamente para m fijo, mediante
una valoración de Cauchy,10 que todos los coeficientes de la serie de potencias Pm(x1, x2, . . . , xm) son
de módulo < K. Esto vale para todo m ≥ 1, luego todos los coeficientes de la serie de potencias tienen
módulo < K; porque cada término de la serie de potencias P (x1, x2, . . .) involucra solo un número finito
de las cantidades x1, x2, . . . , aśı que cada coeficiente de la serie de potencias P (x1, x2, . . .) es un coeficiente
de la sección m-ésima Pm(x1, x2, . . . , xm) para un m suficientemente grande. Pero de aqúı ya se sigue la
validez del enunciado, puesto que se tiene

|c|+
∑
|cα| εα +

∑
|cα,β | εαεβ + . . . < K

(
1 +

∑
εα +

∑
εαεβ + . . .

)
= K

∞∏
m=1

1

1− εm
,

y el producto de la derecha converge ya que por hipótesis 0 < εm < 1 para todo m y la serie
∑∞
m=1 εm

converge.
Con esto llegamos al más profundo

Teorema III. Sea (Gm) una sucesión de números positivos y la serie de potencias P (x1, x2, . . .) acotada
en la región |x1| ≤ G1, |x2| ≤ G2, . . . . Sea además (εm) una sucesión de números positivos tal que
para cada m ≥ 1, 0 < εm < 1 y además tal que la serie

∑∞
m=1 ε

2
m converge. Entonces P (x1, x2, . . .) es

absolutamente convergente en la región |x1| ≤ ε1G1, |x2| ≤ ε2G2, . . . .

Nota previa. Este resultado incluye naturalmente al teorema anterior, ya que cuando 0 < εm < 1 para
todo m y la serie

∑∞
m=1 εm converge, la serie

∑∞
m=1 ε

2
m converge a fortiori.

Demostración. Como en la demostración anterior, podemos suponer Gm = 1 para todo m ≥ 1. Aśı que
para cada m ≥ 1 la serie de potencias Pm(x1, x2, . . . , xm) es absol. conv. en la región |x1| ≤ 1, . . . |xm| ≤ 1
y |Pm(x1, x2, . . . , xm)| < K en la misma región, donde K no depende de m. De aqúı se sigue, para m fijo,
por un razonamiento usual,

K2 >
1

(2π)m

∫ 2π

0

∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

∣∣Pm(eiθ1 , eiθ2 , . . . , eiθm)
∣∣2 dθ1 dθ2 . . . dθm

=
1

(2π)m

∫ 2π

0

∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

{
c+

∑
α=1,...,m

cαe
iθα +

∑
α,β=1,...,m

α≤β

cα,βe
iθαeiθβ + . . .

}

·
{
c+

∑
α=1,...,m

cαe
−iθα +

∑
α,β=1,...,m

α≤β

cα,βe
−iθαe−iθβ + . . .

}
dθ1 dθ2 . . . dθm

= |c|2 +
∑

α=1,...,m

|cα|2 +
∑

α,β=1,...,m
α≤β

|cα,β |2 + . . . .

Esto vale para todo m ≥ 1. Se sigue que

|c|2 +
∑

α=1,2,...

|cα|2 +
∑

α,β=1,2,...
α≤β

|cα,β |2 + . . . ≤ K2.

10N. del T. Si f(z) =
∑
an(z − a)n y se tiene |f(z)| < M en |z − a| < r, de la fórmula integral de Cauchy se

deduce |an| < M
rn

para cada n ≥ 0. Esto debe ser la Cauchyschen Abschätzung del texto original.
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Pero además, por la hipótesis sobre la sucesión (εm), la serie

1 +
∑

α=1,2,...

ε2
α +

∑
α,β=1,2,...

α≤β

ε2
αε

2
β + . . . =

∞∏
m=1

1

1− ε2
m

es convergente, igual entonces a un número K1. Aplicando la desigualdad uv ≤ u2+v2

2 , válida para u ≥ 0,
v ≥ 0, de la suma término a término de las dos últimas series se deduce que11

|c|+
∑

α=1,2,...

|cα| εα +
∑

α,β=1,2,...
α≤β

|cα,β | εαεβ + . . . ≤ K2 +K1

2
,

de modo que esta serie es convergente, c.q.d.
Sea ahora, como en la Introducción, S ≤ ∞ el ĺımite superior de todos los números α > 0 para los

cuales el teorema III sigue siendo correcto al sustituir la hipótesis “
∑∞
m=1 ε

2
m converge” por “

∑∞
m=1 ε

α
m

converge”. El teorema III asegura que S ≥ 2 . . . . . . se volverá a este asunto en la §4, ya que tiene una
significación esencial para la teoŕıa de la convergencia de las series de Dirichlet . . . . . .

Pero vamos a pasar a considerar ahora dos tipos particulares sencillos de series de potencias de infinitas
variables para los que se puede obtener un resultado más amplio que el del teorema III.

Teorema IVa. Sea P (x1, x2, . . .) una serie de potencias en las infinitas variables x1, x2, . . . , del tipo
particular

P (x1, x2, . . . , xm, . . .) = c+

∞∑
`=1

d1,`x
`
1 +

∞∑
`=1

d2,`x
`
2 + . . .+

∞∑
`=1

dm,`x
`
m + . . . ,

que no contiene en ninguno de sus términos dos distintas de las variables. Supongamos que es acotada en
la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . .), donde los Gm son números positivos. Sea además (εm) una sucesión
de números positivos tal que 0 < εm < 1 para todo m ≥ 1, y además tal que ĺım supm→∞ εm < 1.
Entonces P (x1, x2, . . .) es absolutamente convergente en la región |x1| ≤ ε1G1, |x2| ≤ ε2G2, . . . .

Demostración. En base a la hipótesis es evidente que existe un número θ, 0 < θ < 1, tal que para cada
m ≥ 1 es 0 < εm < θ. El teorema quedará probado si probamos la convergencia absoluta de P (x1, x2, . . .)
en la región |xm| ≤ θGm (m = 1, 2, . . .). Se puede suponer sin pérdida de generalidad Gm = 1 para todo
m ≥ 1. De la supuesta acotación de P (x1, x2, . . .) en la región |xm| ≤ 1 (m = 1, 2, . . .) se sigue que para
cada m ≥ 1 la serie

∑∞
`=1 dm,`x

`
m es absol.conv. para |xm| ≤ 1, aśı como que, para |x1| ≤ 1, . . . |xm| ≤ 1,

se tiene

|Pm(x1, x2, . . . , xm)| =

∣∣∣∣∣c+

∞∑
`=1

d1,`x
`
1 + . . .+

∞∑
`=1

dm,`x
`
m

∣∣∣∣∣ < K,

donde K no depende de m. Pongamos ahora, en Pm(x1, x2, . . . , xm),

x1 = eiϕ1t, x2 = eiϕ2t, . . . , xm = eiϕmt,

donde ϕ1, . . . , ϕm son números reales que se determinarán después y t es una nueva variable compleja.
Con esto, Pm(x1, x2, . . . , xm) se convierte en una serie de potencias absolutamente convergente para
|t| ≤ 1,

F (t) = c+ t

m∑
q=1

dq,1e
iϕq + t2

m∑
q=1

dq,2e
2iϕq + . . .+ t`

m∑
q=1

dq,`e
`iϕq + . . . .

Aqúı evidentemente es |F (t)| < K para |t| ≤ 1, luego por una valoración de Cauchy se tiene, para cada
` ≥ 1, ∣∣∣∣∣

m∑
q=1

dq,`e
`iϕq

∣∣∣∣∣ < K.

11Usando la desigualdad de Schwartz se puede conseguir el resultado más ajustado

|c|+
∑
|cα| εα +

∑
|cα,β | εαεβ + . . . ≤ K

√
K1,

pero es innecesario para nuestro propósito.
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Elijamos ahora, para ` ≥ 1 fijo, los m números reales ϕ1, . . . , ϕm de modo que sea

m∑
q=1

dq,`e
`iϕq =

m∑
q=1

|dq,`| ,

lo cual es evidentemente posible. Resulta aśı, para cada m ≥ 1 y cada ` ≥ 1 la valoración

m∑
q=1

|dq,`| < K,

es decir que, para cada ` ≥ 1 la serie
∑∞
q=1 |dq,`| es convergente y su suma es ≤ K. Pero de ah́ı se sigue

inmediatamente que

|c|+
∞∑
`=1

|d1,`| θ`+

∞∑
`=1

|d2,`| θ`+ . . .+

∞∑
`=1

|dm,`| θ`+ . . . = |c|+
∞∑
`=1

θ`
∞∑
q=1

|dq,`| ≤ |c|+K

∞∑
`=1

θ` = |c|+ Kθ

1− θ
,

es decir, la convergencia absoluta de P (x1, x2, . . .) en la región |xm| ≤ θ (m = 1, 2, . . .) que hab́ıamos
requerido.

Teorema IVb. Sea P (x1, x2, . . .) una serie de potencias en las infinitas variables x1, x2, . . . , del tipo
particular

P (x1, x2, . . . , xm, . . .) =

∞∏
m=1

(
1 +

∞∑
`=1

dm,`x
`
m

)
Supongamos que es acotada en la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . .), donde los Gm son números positivos.
Sea además (εm) una sucesión de números positivos tal que 0 < εm < 1 para todo m ≥ 1,y además tal
que ĺım supm→∞ εm < 1. Entonces P (x1, x2, . . .) es absolutamente convergente en la región |xm| ≤ εmGm
(m = 1, 2, . . .).

La prueba de este teorema va a ir precedida de la muy fácil demostración del siguiente teorema auxiliar:

Sea f(x) =
∑∞
`=1 d`x

` absol. conv. para |x| ≤ 1, y sea R el valor máximo de <(f(x)) para |x| ≤ 1. Sea
0 < θ < 1. Entonces existe un número que depende solo de θ, k = k(θ), tal que para |x| ≤ θ se tiene

∞∑
`=1

∣∣d`x`∣∣ ≤ kR.
La exactitud de este teorema auxiliar se ve del siguiente modo: según la conocida desigualdad de

Carathéodory12 aplicada a la función f(x) que se anula en el punto 0, y a los ćırculos de centro 0 y radios
r = 1, ρ = 1+θ

2 , se tiene, para |x| ≤ 1+θ
2 ,

|f(x)| ≤ 2R
ρ

r − ρ
= 2R

1 + θ

1− θ
,

aśı que por una valoración de Cauchy,

|d`| ≤ 2R
1 + θ

1− θ

(1 + θ

2

)−`
(` = 1, 2, . . .),

es decir que para |x| ≤ θ se tiene

∞∑
`=1

∣∣d`x`∣∣ ≤ 2R
1 + θ

1− θ

∞∑
`=1

( 2

1 + θ

)`
=

4θ(1 + θ)

(1− θ)2
= kR,

12N. del T. La desigualdad de Carathéodory, o Teorema de Borel-Carathéodory: Si f(z) es anaĺıtica en un disco
cerrado de centro 0 y radio r, y ρ < r, entonces se tiene (la primera igualdad es por el principio del módulo
máximo)

máx
|z|≤ρ

|f(z)| = máx
|z|=ρ

|f(z)| ≤ 2ρ

r − ρ sup
|z|≤r

<f(z) +
r + ρ

r − ρ |f(0)| .
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como se queŕıa demostrar.

Demostración del teorema IVb. Sin pérdida de generalidad podemos suponer Gm = 1 para todo m ≥ 1.
De la hipótesis de acotación de P (x1, x2, . . .) en la región |x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1, . . . se sigue evidentemente
que, para cada m ≥ 1, la serie

∑∞
`=1 dm,`x

`
m es absol. conv. para |xm| ≤ 1, aśı como también que, para

|x1| ≤ 1, . . . , |xm| ≤ 1, se tiene ∣∣∣∣∣
m∏
q=1

(
1 +

∞∑
`=1

dq,`x
`
q

)∣∣∣∣∣ < K,

donde K no depende de m. Designemos, para cada q = 1, 2, . . . por Rq al máximo de <
(∑∞

`=1 dq,`x
`
q

)
cuando |xq| ≤ 1. A fortiori es

∏m
q=1(1 + Rq) < K. Esto vale para cada m ≥ 1; luego

∏∞
q=1(1 + Rq) es

convergente y a saber ≤ K.

Ahora, según el teorema auxiliar anterior, cuando |xq| ≤ θ, donde el número fijo θ se elige de modo
que sea 0 < εm < θ < 1 para todo m ≥ 1, se tiene

∑∞
`=1

∣∣dq,`x`q∣∣ ≤ kRq, donde k = k(θ) no depende de q.

De la convergencia de
∏∞
q=1(1 + Rq), es decir, la convergencia de

∑∞
q=1Rq, se sigue la convergencia

de
∑∞
q=1 kRq, es decir la de

∏∞
q=1(1 + kRq).

A causa de las desigualdades, válidas para cada q ≥ 1,

∞∑
`=1

|dq,`| θ` ≤ kRq,

se deduce a fortiori que
∏∞
q=1

(
1 +

∑∞
`=1 |dq,`| θ`

)
es convergente, es decir, que la serie de potencias

P (x1, x2, . . .) es absol. conv en la región |xm| ≤ θ (m = 1, 2, . . .). Con esto el teorema IVb queda probado.

También se cumple el siguiente resultado, de otro estilo, sobre las series de potencias de infinitas
variables de tipo general.

Teorema V. Sea (Gm) una sucesión de números positivos y supongamos que la serie de potencias (B1)
está acotada en la región |xm| ≤ Gm (m = 1, 2, . . .). Entonces la serie

∞∑
α=1

|cα|Gα

es convergente.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer Gm = 1 para todo m ≥ 1. Entonces partimos
de que, para cada m ≥ 1, la sección m-ésima (B2) de la serie (B1) es absol. conv. en la región |x1| ≤ 1,
. . . |xm| ≤ 1 y además |Pm(x1, x2, . . . , xm)| < K en la misma región, con K independiente de m. Sean
cα = |cα| eiθα y, para m fijo pongamos en la sección m-ésima Pm(x1, x2, . . . , xm),

x1 = e−iθ1t, x2 = e−iθ2t, . . . , xm = e−iθmt,

donde t es una nueva variable compleja. Esto convierte Pm(x1, x2, . . . , xm) en una serie de potencias
absolutamente convergente para |t| ≤ 1,

F (t) = c+ t
∑

α=1,...,m

cαe
−iθα + t2

∑
α,β=1,...,m

α≤β

cα,βe
−iθαe−iθβ + . . . .

De aqúı resulta, para |t| ≤ 1, que |F (t)| < K y, mediante una valoración de Cauchy, que

∑
α=1,...,m

cαe
−iθα =

m∑
α=1

|cα| < K.

Esto vale para cada m ≥ 1. Luego la serie
∑∞
α=1 |cα| es convergente, c.q.d.

Finalmente se va a probar el siguiente teorema:
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Teorema VI. Supongamos que la sucesión de números (εm), 0 < εm < 1, posee la siguiente propiedad:
“Toda serie de potencias P (x1, x2, . . .) acotada en la región |x1| < 1, |x2| < 1, . . . , 13 es absol. conv. para
x1 = ε1, x2 = ε2, . . . ”. Sea adicionalmente (ε′m), 0 < ε′m < 1, otra sucesión de números tal que para
todos los números enteros m ≥ 1 salvo a lo sumo para un número finito de ellos m1, m2, . . . , mr, se
tiene ε′m ≤ εm.

Entonces la sucesión (ε′m) tiene la misma propiedad que la sucesión (εm), es decir, toda serie de
potencias P (x1, x2, . . .) acotada para |x1| < 1, |x2| < 1, . . . , es absol. conv. para x1 = ε′1, x2 = ε′2, . . . .

Nota previa. Sea (Em), 0 < Em < 1, una sucesión de números tal que existe una serie de potencias
P (x1, x2, . . .) acotada para |x1| < 1, |x2| < 1, . . . y que no es absol. conv. para x1 = E1, x2 = E2, . . . .
Sea adicionalmente (E′m), 0 < E′m < 1, otra sucesión de números tal que para todos los números enteros
m ≥ 1 salvo a lo sumo para un número finito de ellos m1, m2, . . . , mr, se tiene E′m ≥ Em. Del teorema
VI se seguirá inmediatamente la existencia de una serie de potencias Q(x1, x2, . . .) acotada para |x1| < 1,
|x2| < 1, . . . y que no es absol. conv. para x1 = E′1, x2 = E′2, . . . . Esto se va a utilizar más adelante.

Demostración. No se pierde generalidad al suponer r = 1, m1 = 1 y ε′m = εm para todo m ≥ 2. Sea

P (x1, x2, . . .) = P (0)(x2, x3, . . .) + x1P
(1)(x2, x3, . . .) + . . .+ xn1P

(n)(x2, x3, . . .) + . . .

una serie de potencias cualquiera, acotada para |x1| < 1, |x2| < 1, . . . , ordenada formalmente en po-
tencias de x1 y de la que además se puede suponer, lo que puede conseguirse dividiendo por una cons-
tante seleccionada adecuadamente, que para todo m ≥ 1 y |x1| < 1, . . . , |xm| < 1, la sección m-ésima
Pm(x1, x2, . . . , xm) es de módulo ≤ 1. Aqúı, P (n)(x2, x3, . . .) es una serie de potencias de las infinitas
variables x2, x3, . . . .

Designemos por sn la suma de los módulos de los términos de P (n)(x2, x3, . . .) en el punto x2 = ε2,
x3 = ε3, . . . . Si pudiéramos demostrar la afirmación de que para todo n ≥ 0 se tiene |sn| < K, donde K no
depende de n, el teorema, a saber, que la serie P (x1, x2, . . .) es absol. conv. para x1 = ε′1, x2 = ε′2 = ε2,
. . . , xm = ε′m = εm, . . . , se seguiŕıa de un modo natural, ya que entonces el radio de la serie de potencias

F (x1) = s0 + s1x1 + . . .+ snx
n
1 + . . .

es igual a 1.
En primer lugar, de la identidad

Pm+1(x1, x2, . . . , xm+1) = P (0)
m (x2, x3, . . . , xm+1) + . . .+ xn1P

(n)
m (x2, x3, . . . , xm+1) + . . . ,

donde P
(n)
m (x2, x3, . . . , xm+1) denota la sección m-ésima de P (n)(x2, x3, . . .), se sigue que para cada n ≥ 0,

m ≥ 1, la sección m-ésima de P (n)(x2, x3, . . .) es absol. conv. en |x2| < 1, . . . , |xm+1| < 1, aśı como que,
según una valoración de Cauchy, en la misma región se verifica∣∣∣P (n)

m (x2, x3, . . . , xm+1)
∣∣∣ ≤ 1.

La afirmación en cuestión anterior: |sn| < K, quedará probada a fortiori si podemos probar esta otra:
existe una constante K > 0 que solo depende de la sucesión de números (εm) tal que, para toda serie de
potencias en las infinitas variables x2, x3, . . . , acotada en la región |x2| < 1, |x3| < 1, . . . y tal que para
cada m ≥ 1 su m-ésima sección es de módulo ≤ 1 en la región |x2| < 1, . . . , |xm+1| < 1, la suma de los
módulos de los términos en el punto

x2 = ε2, x3 = ε3, . . . xm = εm, . . .

(en cuyo punto la serie de potencias es evidentemente, según las hipótesis del teorema VI, absol. conv.)
es < K.

Y, de hecho, si no existiera una tal constante K = K(ε1, ε2, . . .), habŕıa una sucesión infinita de series
de potencias en las infinitas variables x2, x3, . . .

Q(0)(x2, x3, . . .), Q
(1)(x2, x3, . . .), . . . , Q

(n)(x2, x3, . . .), . . .

13Hemos escrito intencionadamente |xm| < 1 y no |x1| ≤ 1. Que P (x1, x2, . . .) está acotada en |x1| < G1,
|x2| < G2, . . . , donde los Gm son números positivos debe significar: Para cada m ≥ 1 la sección m-ésima
Pm(x1, x2, . . . , xm) es absol. conv. para |x1| < G1, . . . , |xm| < Gm, y su módulo es < K, donde K no depende
de m. De nuevo aqúı hay que señalar que la acotación de una serie de potencias es una propiedad invariante por
reordenamiento de la sucesión de las variables x1, x2, . . . en la serie.
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tal que, para cada n ≥ 0 y m ≥ 1, la sección m-ésima de Q(n)(x2, x3, . . .) seŕıa absol. conv. y de módulo
≤ 1 en |x2| < 1, . . . , |xm+1| < 1, mientrar que por otro lado la suma de los módulos de los términos de

Q(n)(x2, x3, . . .) seŕıa > 2n+1

εn1
en el punto x2 = ε2, x3 = ε3, . . . , xm = εm, . . . .

Consideraŕıamos entonces la serie de potencias en las infinitas variables x1, x2, x3, . . .

Q(x1, x2, . . .) =
1

2
Q(0)(x2, x3, . . .) +

x1

2
Q(1)(x2, x3, . . .) + . . .+

xn1
2n+1

Q(n)(x2, x3, . . .) + . . . .

Esta serie Q(x1, x2, . . .) es acotada para |x1| < 1, |x2| < 1, . . . porque en primer lugar, como se sigue de una
valoración de Cauchy, para cada n ≥ 0 todos los coeficientes de Q(n)(x2, x3, . . .) y aśı a fortiori todos los
coeficientes de Q(x1, x2, . . .) tiene módulo ≤ 1, lo que implica que la sección m-ésima Qm(x1, x2, . . . , xm)
es absolutamente convergente para |x1| < 1, . . . |xm| < 1, y en segundo lugar se deduce, para cada m ≥ 1,
que para |x1| < 1, . . . |xm| < 1 se tiene

|Qm(x1, x2, . . . , xm)| < 1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n+1
+ . . . = 1.

Sin embargo, la serie de potencias Q(x1, x2, . . .) no es absol. conv. en el punto x1 = ε1, x2 = ε2, . . . ,
xm = εm, . . . , ya que

∞∑
n=0

εn1
2n+1

2n+1

εn1
=

∞∑
n=0

1

es divergente. Esto contradice la hipótesis de que toda serie de potencias acotada para |x1| < 1, |x2| < 1,
. . . es absol. conv. en x1 = ε1, x2 = ε2, . . . . Con ello el teorema VI queda demostrado.

(sección 4 completa, p. 472–480):

§4

En esta sección voy a estudiar la convergencia absoluta de las series de Dirichlet (B3) con ayuda del
resultado de la sección §3 sobre series de potencias en infinitas variables. A este respecto desempeñan un
papel importante los dos teoremas siguientes, que presentan una relación entre la convergencia uniforme
de una serie de Dirichlet y la acotación de la correspondiente serie de potencias en infinitas variables.

Teorema VII. Supongamos que la serie de Dirichlet (B3) posee un dominio [no vaćıo] de convergencia
y sea σ = C (−∞ ≤ C <∞) su recta de convergencia uniforme. Entonces la serie de potencias asociada
con (B3)

P (x1, x2, . . . xm, . . .) =

∞∑
n=1

anx
ν1
n1
· · ·xνrnr = c+

∑
α

cα xα +
∑
α,β

cα,β xαxβ + · · ·

es acotada en la región

|x1| ≤
1

pσ0
1

, |x2| ≤
1

pσ0
2

, . . . |xm| ≤
1

pσ0
m
, . . .

para cada σ0 > C.

Demostración. Se ve inmediatamente que para cada m ≥ 1 la sección m-ésima

Pm(x1, x2, . . . , xm) = c+
∑

α=1,2,...m

cα xα +
∑

α,β=1,2,...m
α≤β

cα,β xαxβ + · · ·

es absolutamente convergente en la región

|x1| ≤
1

pσ0
1

, |x2| ≤
1

pσ0
2

, . . . |xm| ≤
1

pσ0
m

;

porque de la convergencia de la serie
∞∑
n=1

an
nσ1

,
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donde σ1 es un número fijo en el intervalo C < σ < σ0, se sigue la existencia de un número k1 > 0
independiente de n tal que, para todo n = 1, 2, . . .

|an|
nσ1
≤ k1,

y de aqúı se sigue inmediatamente que es

|c|+
∑

α=1,2,...m

|cα|
1

pσ0
α

+
∑

α,β=1,2,...m
α≤β

|cα,β |
1

pσ0
α

1

pσ0

β

+ · · ·

< k1

(
1 +

∑
α=1,2,...m

1

pσ0−σ1
α

+
∑

α,β=1,2,...m
α≤β

1

pσ0−σ1
α

1

pσ0−σ1

β

+ · · ·

)

= k1

m∏
`=1

1

1− 1

p
σ0−σ1
`

,

es decir, que es convergente.
Hay que probar aún la existencia de un número K > 0 independiente de m de modo que para todo

m ≥ 1 se cumpla
|Pm(x1, x2, . . . , xm)| ≤ K

en la región |x1| ≤ 1
p
σ0
1

, . . . |xm| ≤ 1
p
σ0
m

.

De la convergencia uniforme de la serie (B3) para σ = σ0 se sigue la existencia de un número entero
N1 > 1 tal que para cada N2 ≥ N1 y cada punto s en la recta σ = σ0 se tiene∣∣∣∣∣

N2∑
n=N1+1

an
ns

∣∣∣∣∣ < 1.

Entonces es evidente que para cada entero N ≥ 1, para cada punto s de la recta σ = σ0 se tiene∣∣∣∣∣
N∑
n=1

an
ns

∣∣∣∣∣ <
N1∑
n=1

|an|
nσ0

+ 1 = K,

donde K no depende de N . Yo digo: este K tiene la propiedad anterior.
Sea m ≥ 1 un número entero cualquiera fijo. Consideremos para cada N ≥ pm+1 la serie de Dirichlet

N∑
n=1

an
ns
,

es decir, la serie de Dirichlet
∞∑
n=1

bn
ns

donde bn = an para 1 ≤ n ≤ N y bn = 0 para n > N . Sea

QN (x1, x2, . . .) =

∞∑
n=1

bnx
ν1
n1
· · ·xνrnr =

N∑
n=1

anx
ν1
n1
· · ·xνrnr

la correspondiente serie de potencias en las infinitas variables x1, x2, . . . . Entonces QN (x1, x2, . . .) es un
polinomio en las µ variables x1, x2, . . .xµ, donde µ > m es el mayor entero para el cual es pµ ≤ N .
Sea M el máximo de |QN (x1, x2, . . .)| para |x1| ≤ 1

p
σ0
1

, . . . |xµ| ≤ 1
p
σ0
µ

, es decir, ya que el máximo se

alcanza en el borde, el máximo de |v| cuando v recorre todos los valores del conjunto V de valores que
toma QN (x1, x2, . . .) cuando las variables x1, x2, . . .xµ recorren independientemente una de otra las
circunferencias |x1| = 1

p
σ0
1

, . . . |xµ| = 1
p
σ0
µ

. Entonces yo digo: se tiene

M ≤ K.
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De hecho, supongamos que fuese M > K; entonces habŕıa un número v ∈ V tal que para todo t,
−∞ < t <∞, seŕıa ∣∣∣∣∣v −

N∑
n=1

an
nσ0+it

∣∣∣∣∣ > M −K,

lo que contradice el teorema I de la sección §1 aplicado a la serie de Dirichlet
∑∞
n=1

bn
ns =

∑N
n=1

an
ns , según

el cual para cada número v ∈ V y cada ε > 0 existe un número real t0 tal que∣∣∣∣∣v −
N∑
n=1

an
nσ0+it0

∣∣∣∣∣ < ε.

Designemos ahora con QN,m(x1, . . . xm), para cada N ≥ pm+1, a la sección m-ésima de QN (x1, x2, . . .),
es decir, el polinomio en las m variables x1, x2, . . . xm que se obtiene a partir de QN (x1, x2, . . .) cuando
en este último polinomio se hacen las variables xm+1, . . . xµ todas igual a cero. Entonces, a fortiori, para
|x1| ≤ 1

p
σ0
1

, . . . |xm| ≤ 1
p
σ0
m

se tiene

|QN,m(x1, x2, . . . xm)| ≤M ≤ K.

Sean ahora x1, x2, . . . xm números arbitrariamente elegidos en la región |x1| ≤ 1
p
σ0
1

, . . . |xm| ≤ 1
p
σ0
m

. Es

evidente entonces que
ĺım
N→∞

QN,m(x1, x2, . . . xm) = Pm(x1, x2, . . . xm).

Y dada la desigualdad, probada para todo N ≥ pm+1,

|QN,m(x1, x2, . . . xm)| ≤ K

se sigue, para cada punto x1, x2, . . . xm perteneciente a la región |x1| ≤ 1
p
σ0
1

, . . . |xm| =≤ 1
p
σ0
m

, la estimación

|Pm(x1, x2, . . . xm)| ≤ K.

Esto vale para todo m ≥ 1. Con ello el teorema VII queda probado.

Teorema VIII. Sea (B3) una serie de Dirichlet y supongamos que la serie de potencias en infinitas
variables P (x1, x2, . . . xm, . . .) asociada con (B3) es acotada en

|x1| ≤
1

pσ0
1

, |x2| ≤
1

pσ0
2

, . . . |xm| ≤
1

pσ0
m
, . . . .

Entonces para cada ε > 0 la serie (B3) es uniformemente convergente para σ > σ0 +ε; es decir, la abscisa
de convergencia uniforme C de la serie es ≤ σ0.

Demostración. Es evidente que podemos suponer en la demostración σ0 = 0; de no ser aśı pondŕıamos

s = σ0 + s′ y consideraŕıamos la serie de Dirichlet
∑ a′n

ns′
, donde a′n = an

nσ0 . La hipótesis es entonces que
para cada m ≥ 1 la sección m-ésima Pm(x1, x2, . . . xm) es absolutamente convergente en la región |x1| ≤ 1,
. . . |xm| ≤ 1 y de módulo < K donde K es independiente de m. De aqúı se deduce primero, mediante
una valoración de Cauchy, que todos los coeficientes de la serie P (x1, x2, . . . xm, . . .), es decir, todos los
coeficientes de an de la serie (B3), son todos de módulo que K. Por consiguiente (B3) es absolutamente
convergente para σ > 1.

Pongamos ahora, para cada m ≥ 1,

fm(s) =
∑ b

(m)
n

ns

la serie de Dirichlet que tiene asociada como serie de potencias de infinitas variables x1, x2, . . . la sección
m-ésima Pm(x1, x2, . . . xm) de nuestra serie de potencias P (x1, x2, . . . xm, . . .); es entonces respectivamen-

te b
(m)
n = an o = 0, según que, respectivamente, n no contenga ninguno o contenga al menos uno, de

los factores primos pm+1, pm+2, . . . en su descomposición en factores. Como Pm(x1, x2, . . . xm) es abso-
lutamente convergente para |x1| ≤ 1, . . . |xm| ≤ 1 y su módulo es < K, entonces fm(s) es absolutamente
convergente para σ ≥ 0, y para σ > 0 es

|fm(s)| < K.
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Afirmo ahora: Supongamos que para todo ε < 1 la función f(s), definida para σ > 1 por la serie absoluta-
mente convergente alĺı (B3), es regular y acotada para σ > ε; de aqúı entonces se sigue inmediatamente,
aplicando un teorema mencionado en la Introducción (C = D), que C ≤ 0.

Obviamente basta probar que, para cada τ real, f(s) es regular y de módulo≤ K en un ćırculo de centro
2+ iτ y radio 2−ε, donde K es la constante que ha aparecido antes. Pero esto se deduce inmediatamente
de que, por un lado, en el ćırculo más pequeño |s− (2 + iτ)| < 1

2 , contenido completamente en el interior
del semiplano σ > 1, se tiene uniformemente

ĺım
m→∞

fm(s) = f(s),

mientras que por otro lado todas las funciones

f1(s), f2(s), . . . fm(s), . . .

son regulares para |s− (2 + iτ)| < 2− ε y en módulo son < K. Entonces según un conocido teorema de
Stieltjes14 existe la función f(s) y es regular en todo el ćırculo |s− (2 + iτ)| < 2− ε y se tiene

f(s) = ĺım
m→∞

fm(s)

aśı como
|f(s)| ≤ K.

Con ello el teorema VIII queda demostrado.

Sean S (2 ≤ S ≤ ∞) y T ≥ 0 con el significado que se aclaró en la Introducción; ahora ya podemos
demostrar fácilmente el siguiente teorema capital que mencionamos alĺı:

Teorema IX. Se tiene

T =
1

S
.

Demostración. 1. Se tiene T ≤ 1
S ; es decir, cuando la serie de Dirichlet (B3) tiene una recta de convergencia

σ = C situada en el plano finito, entonces la abscisa de convergencia absoluta B cumple B ≤ C + 1
S , por

tanto para cada δ > 0 la serie (B3) es absolutamente convergente para σ ≥ C + 1
S + δ.

De hecho, según el Teorema VII, la serie de potencias P (x1, x2, . . .) asociada con (B3) está acotada
para

|x1| ≤ p
−(C+ δ

3 )
1 , . . . |xm| ≤ p

−(C+ δ
3 )

m , . . .

Pongamos

α =
1

1
S + δ

3

, β =
1

S
+

2δ

3

y, para todo m = 1, 2, 3, . . .,

εm =
1

pβm
.

Entonces es α < S, 0 < ε < 1 y, dado que αβ > 1,

∞∑
m=1

εαm =

∞∑
m=1

1

pαβm

14Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, Paris, 1905, Bd. II, págs. 369–370. Escribe Stieltjes en 1894:
Sea fk(z) =

∑∞
0 Akj z

j (k = 1, 2, . . .) una sucesión de funciones anaĺıticas, siendo las series que las definen
convergentes para |z| < R e incluso un poco más allá (es decir, para |z| = R + ε con ε > 0 tan pequeño como se
quiera).

Supongamos además que se sabe que la serie
∑∞

1 fk(z) es uniformemente convergente para |z| ≤ R1, con
R1 < R, y además que en todo el dominio |z| ≤ R e incluso un poco más allá las sumas parciales

∑n
1 fk(z) tiene

módulo inferior a un número fijo C (independiente de n).
Entonces yo digo que la serie

∑∞
1 fk(z) necesariamente es convergente (e incluso uniformemente convergente)

para |z| ≤ R, y (según un teorema de Weierstrass) la suma de esta serie es una función anaĺıtica de z que puede
adoptar la forma de una serie convergente F (z) =

∑
cjz

j, |z| ≤ R.
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es convergente. Por tanto, según la definición del número S, la serie de potencias P (x1, x2, . . .) es abso-
lutamente convergente para

|xm| ≤ εm p
−(C+ δ

3 )
m = p

−( 1
S+ 2δ

3 )
m · p−(C+ δ

3 )
m = p

−(C+ 1
S+δ)

m (m = 1, 2, . . .),

es decir, la serie (B3) es absolutamente convergente para σ ≥ C + 1
S + δ como hab́ıa que demostrar.

2. Se tiene T ≥ 1
S . Como T ≥ 0, en el caso S = ∞ no hay nada que demostrar; por lo tanto en la

demostración podemos partir de que la constante absoluta S <∞. Entonces la afirmación dice: Para cada
δ > 0 existe una serie de Dirichlet (B3) con abscisa de convergencia absoluta B y abscisa de convergencia
uniforme C tales que

B − C ≥ 1

S
− δ;

aqúı obviamente puede suponerse δ < 1
S .

De hecho, dado que

α =
1

1
S −

δ
2

> S,

existe una serie de potencias Q(x1, x2, . . .) acotada para |x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1, . . . y una sucesión de números
asociada

E1, E2, . . . , Em, . . . (0 < Em < 1)

tales que la serie
∞∑
m=1

Eαm

converge, mientras que Q(x1, x2, . . .) no es absolutamente convergente para

x1 = E1, x2 = E2, . . . , xm = Em, . . . ;

podemos aqúı suponer obviamente

E1 ≥ E2 ≥ . . . ≥ Em ≥ · · · .

Dada la convergencia de la serie
∑
Eαm de términos positivos y formando una sucesión monótona decre-

ciente, sabemos que

ĺım
m→∞

mEαm = 0,

por tanto

Em = o
( 1

m
1
α

)
= o
( 1

m
1
S−

δ
2

)
,

donde la estimación se refiere al entero creciente m.
Pongamos ahora, para todo m = 1, 2, . . .,

E′m =
1

p
1
S−δ
m

;

entonces, por la conocida estimación pm = O(m logm) se tiene

1

E′m
= p

1
S−δ
m = O

(
m

1
S−

δ
2

)
,

por tanto
Em
E′m

= o(1).

Se sigue que para todo m = 1, 2, . . . salvo un número finito es

E′m ≥ Em.
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Según la Nota al Teorema VI existe por lo tanto una serie de potencias P (x1, x2, . . .) acotada para
|x1| < 1, |x2| < 1, . . . y que para

xm = E′m =
1

p
1
S−δ
m

(m = 1, 2, . . .)

no es absolutamente convergente. Sea entonces (B3) la serie de Dirichlet que posee como serie de poten-
cias asociada la serie P (x1, x2, . . .); dado ε > 0, según el Teorema VIII la serie (B3) es uniformemente
convergente para σ > 2ε ya que la serie de potencias asociada P (x1, x2, . . .) está acotada para

|xm| <
1

pεm
< 1 (m = 1, 2, . . .).

Por lo tanto la abscisa C de convergencia uniforme de nuestra serie es ≤ 0. Pero como P (x1, x2, . . .) no
es absolutamente convergente para xm = E′m (m = 1, 2, . . .), la serie (B3) no es absol. convergente para
σ = 1

S − δ; aśı que su abscisa de convergencia absoluta B es ≥ 1
S − δ.

Se tiene por tanto, para la serie (B3) considerada,

B − C ≥ 1

S
− δ − 0 =

1

S
− δ.

Con esto el Teorema IX queda demostrado.

Dado que S ≥ 2, se sigue de este Teorema IX que T ≤ 1
2 , y por tanto:

Teorema X. Supongamos que la serie de Dirichlet (B3) posee dominio de convergencia, y sea B su
abscisa de convergencia absoluta. Sea además D ≤ B el extremo inferior de los numeros d para los cuales
la función f(s) definida por la serie (B3) es regular y acotada en el semiplano σ > d. Entonces se cumple

B ≤ D +
1

2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(Suplemento, p. 487–488)

Suplemento.

Siendo, por el Teorema IX de la Sección 4,

T =
1

S

tengo un problema importante en la teoŕıa de la convergencia absoluta de las series de Dirichlet (B1)
que se acompaña de la determinación de una constante absoluta S en la teoŕıa de las series de potencias
de infinitas variables. Sobre el número S puedo probar sin dificultad que es ≥ 2, de donde se sigue que
T ≤ 1

2 . Pero por el otro lado no puedo decir nada sobre el número S; en particular no puedo contestar
a una pregunta muy esencial para mis propósitos, sobre si es S = ∞ o S < ∞; e. d., si me ayudo del
teorema recién mencionado, sobre si es T = 0 o T > 0.

Pero resulta ahora, después de la presentación de este trabajo, que el Sr. Toeplitz, a quien le plan-
teé por carta recientemente el problema de la determinación de S, ha conseguido demostrar mediante
una construcción muy ingeniosa que S <∞, de hecho S ≤ 4. El Sr. Toeplitz a saber prueba15 que para
cada s > 0 existe una serie de potencias P (x1, x2, . . . , xm, . . .) (incluso una forma cuadrática) acotada
para

|x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1, . . . , |xm| ≤ 1, . . .

y una sucesión de números εm asociada, (0 < εm < 1) para las que valen las dos propiedades siguientes:

15O. Toeplitz: Über eine bei den Dirichletschen Reihen auftretende Aufgabe aus der Theorie der Potenzreihen
von unendlichvielen Veränderlichen. Este trabajo aparecerá pronto en estas Nachrichten. (N. del T.: Ver el si-
guiente Anexo 3.)
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1) La serie
∞∑
m=1

ε4+ε
m

es convergente.

2) La serie P (x1, x2, . . . , xm, . . .) no es absolutamente convergente para

x1 = ε1, x2 = ε2, . . . , xm = εm, . . . .

Del resultado de Toeplitz se sigue para las series de Dirichlet (B1) que T > 0, de hecho que es
T ≥ 1

4 ; por consiguiente: Una serie de Dirichlet (B1) no necesita ser absolutamente convergente para que
la función representada por la serie sea regular y permanezca acotada; más exactamente: La diferencia
B −D puede ser tan próxima a 1

4 como se quiera.
De modo que se puede afirmar que es 2 ≤ S ≤ 4, y por consiguiente 1

4 ≤ T ≤ 1
2 . El problema de

determinar el valor exacto de S, e. d. de T , sigue aún abierto.



Otto Toeplitz, Über eine bei den Dirichletschen Reihen auftretende Aufgabe aus der Theorie der
Potenzreihen von unendlichvielen Veränderlichen, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-Phys. Klasse 1913,
Heft 3, 417–432. http://eudml.org/doc/58883

Sobre una cuestión relativa a las series de Dirichlet que aparece en la teoŕıa

de las series de potencias en infinitas variables.

Por

Otto Toeplitz de Göttingen.

Presentado por D. Hilbert en la sesión de 19 de julio de 1913.

El sr. Bohr, en un trabajo reciente que se acaba de imprimir (estas Nachrichten, sesión de 21 de junio
de 1913) y cuyos resultados me ha comunicado en una carta, ha convertido un problema de la teoŕıa de
las series de Dirichlet

f(s) =
a1

1s
+
a2

2s
+
a3

3s
+ · · · (T1)

en una cuestión sobre series de potencias de infinitas variables complejas

P (x1, x2, . . .) = c+
∑
α

cα xα +
∑
α≤β

cαβ xαxβ +
∑

α≤β≤γ

cαβγ xαxβxγ + . . . (T2)

Se sabe que en torno al asunto del semiplano de convergencia de una serie de Dirichlet son necesarias unas
precisiones sin análogo en la teoŕıa de las series de potencias de una variable compleja: en alguna ocasión
el semiplano de convergencia absoluta puede unirse a su izquierda a una banda paralela de convergencia
condicional que puede alcanzar hasta 1 unidad de anchura. Pero además no habrá dificultad en reconocer
en qué medida el teorema de Weierstrass, que hace llegar el ćırculo de convergencia de una serie de
potencias hasta el punto singular más próximo de la función representada, encuentra su análogo en la
teoŕıa de las series de Dirichlet, es decir, si ocurre que el cese de la convergencia absoluta está asociado a
la naturaleza de la función representada o bien, como precisa Bohr, si acaso el semiplano de convergencia
absoluta puede extenderse tanto como el semiplano de regularidad y acotación de la función representada.
Este es más bien un problema, que Bohr ha reducido en el curso de sus sucesivas investigaciones a la
siguiente cuestión sobre funciones del tipo (T2):

Una serie de potencias del tipo (T2) está limitada [begrentz]1 cuando la serie de potencias

Pn(x1, x2, . . . , xn) = P (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .),

para todos los x1, . . . , xn de módulo ≤ 1 es: primero, absolutamente convergente, y segundo,vale la
acotación |Pn(x1, x2, . . . , xn)| ≤M con la misma constante fija independiente de n.

Se ve inmediatamente que P está limitada cuando la suma de todos sus coeficientes es absolutamente
convergente:

|c|+
∑
α

|cα|+
∑
α≤β

|cαβ |+ . . . converge. (T3)

Lo que es ya menos evidente es que el rećıproco de este resultado no es cierto, es decir, que P puede estar
limitada sin que la serie en (3) converja, o por decirlo de otra manera, que no es necesario que una serie
de potencias P limitada sea absolutamente convergente para todos los sistemas de valores x1, x2, . . . que
satisfacen las condiciones

|x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1, . . . . (T4)

Bohr ha tenido éxito en probar, mediante una estimación corriente en teoŕıa de funciones, que una P
limitada es siempre absolutamente convergente para los x1, x2, . . . que satisfacen la condición

|x1|2 + |x2|2 + . . . (T5)

1Hilbert usa la palabra acotada [beschränkt]. Nosotros preferimos usar la palabra begrentz para el caso espećıfico
de las series de potencias en infinitas variables que se reducen a formas cuadráticas, justamente aquellas en las que
se centrará nuestra atención en este trabajo; este término no coincide con el de la acotación que estableció Hilbert
en la teoŕıa de formas cuadráticas en infinitas variables (estos Nach., 1906, 157-227), sino que es esencialmente
más restringido [enger].
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converge. Su cuestión consiste ahora en la pregunta de si, en vez de la convergencia de (T5), no seŕıa
suficiente la convergencia de

|x1|ν + |x2|ν + . . . (ν > 2) (T6)

para garantizar la convergencia absoluta de cualquier P limitada, y cuál es la sección A entre los valores
de ν para los que basta la convergencia de (T6), de modo que para cada sistema de valores para el que
(T6) sea convergente puede afirmarse la convergencia absoluta de cualquier serie de potencias limitada,
y cuál es el mayor valor de ν para el que esto ya no se cumple. En particular llegar a saber después de
esto si es A = ∞ o no; en el último caso llegar a dar, en base a la investigación de Bohr, una serie de
Dirichlet para la cual el semiplano de convergencia absoluta no se extienda tanto hacia la izquierda como
el semiplano de regularidad y acotación de la función representada. El valor más exacto de A dará la
posible anchura de esta banda sobresaliente que, como muestra Bohr, es igual a 1/A. De la observación
A ≥ 2 Bohr ha podido concluir ya que toda banda puede tener a lo sumo anchura 1/2. El núcleo del
problema es si la anchura de la banda puede reducirse siempre a cero o no.

Esta pregunta se contesta en en el presente trabajo en sentido negativo; mediante la construcción de
un ejemplo se probará que es A ≤ 4. Y se da también una serie de Dirichlet para la cual existe la banda
en cuestión y tiene una anchura arbitrariamente próxima al valor 1/4. La pregunta de si hay una serie
de Dirichlet en la que la anchura 1/2 conocida como cota superior se alcanza en realidad o al menos se
aproxima arbitrariamente a ella, permanece abierta.

De hecho el ejemplo que se construirá a continuación nos da más que lo que se acaba de decir de él. Pues
no se trata de una verdadera serie de potencias de grado infinitamente alto como lo es la expresión (T2) en
general, sino de una forma cuadrática, es decir, solamente está presente el tercer término de (T2), faltando
los dos primeros y el resto desde el cuarto. Designando con An la sección obtenida cuando se toman en
consideración, en vez de funciones limitadas arbitrarias, solamente formas cuadráticas homogéneas de
grado n-ésimo, se tiene

A1 ≥ A2 · · · ≥ A.

Porque si Fn es una forma limitada de grado n y para un sistema de valores x1, x2, . . . para el que (T6)
converge con un determinado valor de ν, resultase ser Fn no absolutamente convergente, entonces x1Fn
seŕıa una una forma limitada de grado n+ 1 que se comportaŕıa exactamente igual para ese valor de ν.
De ah́ı se sigue An+1 ≤ An. Que además es A ≤ An se entiende por śı mismo.

Además es A1 =∞. Porque según la definición, la forma lineal

P = c1x1 + c2x2 + · · ·

está limitada cuando, para |x1| = 1, . . . , |xn| = 1, es

|Pn| = |c1x1 + · · ·+ cnxn| ≤M

con M independiente de los xα y de n. Si se asignan al arco de variables x1, . . . , xn, que son libremente
disponibles, valores tales que cada término cαxα sea real y no negativo, se deduce que

|c1|+ · · ·+ |cn| ≤M,

y a partir de ello la convergencia absoluta de
∑
cn. En consecuencia

∑
cnxn es absolutamente convergente

cuando |xn| es una sucesión acotada, lo cual es seguro si ĺımn→∞ xn = 0, y esto se sigue de la convergencia
de (T6) en cualquier caso, por grande que pudiera ser el valor ν.

Con esta notación el resultado de nuestro trabajo se puede precisar con mayor exactitud: no sólo es
A ≤ 4, sino que es ya A2 ≤ 4. La relación definitiva es A2 = 4 como probablemente dé la impresión. En el
lenguaje de las series de Dirichlet la naturaleza de mi ejemplo significa, según lo que Bohr atentamente
me indicó, que en la expresión (T1) son iguales a cero todos los an cuyos ı́ndices n se descomponen en
menos o más de dos factores primos (iguales o distintos).

La solución de la tarea de Bohr, que se va a dar en lo que sigue, se basa principalmente en la observación
de que entre ella y ciertas cuestiones de la teoŕıa de formas cuadráticas de infinitas variables a su vez,
como es conocido para mı́ desde hace tiempo, curiosamente relacionadas entre śı, existe una relación
inesperada y no del todo sencilla. La hilación entre tantas tareas diferentes nace de los principios que yo
desarrollé en mi tesis de Habilitación (Math. Ann. 70, 351-376). Sin embargo prefiero renunciar de aqúı en
adelante a esa ĺınea de pensamiento que me ha guiado, porque de este modo se puede dar la respuesta a
la cuestión de Bohr en una forma que no requiere ningún conocimiento previo. Para los demás resultados
mencionados remito a la segunda parte de de este trabajo.
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Primera parte: la cuestión de Bohr.

1. La primera cuestión algebraica. Sustituiré la cuestión de Bohr por la siguiente cuestión alge-
braica elemental. Sea M1 el valor máximo del módulo de una forma cuadrática dada en n variables con
coeficientes complejos

A(x, x) =

n∑
p,q=1

apqxpxq (apq = aqp)

bajo las condiciones

|x1| = 1, . . . , |xn| = 1; (T7)

Sea además

M1 =

n∑
p,q=1

|apq| .

Evidentemente es M1 ≤ M1, de manera que M1/M1 ≥ 1. Si ahora hacemos variar la forma cuadrática, es
decir, los n2 coeficientes complejos apq, de modo que solamente se mantiene fijo el número n de variables,
las cantidades M1 y M1 irán variando y de hecho, como sale de una consideración fácil, de una manera
continua respecto de los apq. Como M1/M1 sólo depende de los apq como una razón, es permisible limitarse
a acotar formas para las cuales sea M1 = 1; y para todas estas, que ahora forman un dominio acotado
finito, como M1/M1 es una función continua, debe tener un valor máximo. Este máximo solo puede
depender del número n; llamemos ϕ1(n) a esta función teórico-numérica que resulta. La primera cuestión
algebraica estriba en el estudio de esta función ϕ1(n).

Señalemos aqúı que esta primera cuestión algebraica no se modifica cuando las restricciones (T7) se
sustituyen por esta otras

|x1| ≤ 1, . . . , |xn| ≤ 1. (T8)

Porque una función anaĺıtica, también si es de más de una variable, pero de un número finito de variables,
nunca alcanza el máximo valor de su módulo en el interior de un dominio.

La relación exacta entre esta cuestión y la de Bohr puede ser mejor tratarla después, de la mano de
un resultado sobre ϕ1(n).

2. La segunda cuestión algebraica. Sea M2 el valor máximo del módulo de una forma cuadrática
en n variables complejas con coeficientes reales

A(x, x) =
n∑

p,q=1

apqxpxq

bajo la condición

|x1|2 + · · ·+ |xn|2 = 1;

Sea M2 la cantidad análoga para la forma

A(x, x) =

n∑
p,q=1

|apq|xpxq.

Aqúı es también inmediato que M2 ≤ M2, luego que M2/M2 ≥ 1. El máximo valor de este cociente para
todas las formas de un número de variables n fijo y con coeficientes reales lo denotaremos por ϕ2(n). La
segunda cuestión algebraica consiste en el estudio de esta función.

3. Tratamiento de la segunda cuestión. Demostraré que ϕ2(n) ≥
√
n para todo n que es una

potencia de 4 si doy un ejemplo de una forma Πα de 4α incógnitas para la cual sea M2/M2 = 2α

(α = 1, 2, . . .). Empezaré definiendo, para α = 1, Π1(x1, . . . , x4) como la forma cuadrática en x1, . . . , x4

con matriz de coeficientes

Π1 =


−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

 .
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Es fácil determinar M2 para esta forma, porque todos los coeficientes se sustituyen por sus valores ab-
solutos, aśı que la forma A(x, x) es (x1 + x2 + x3 + x4)2, y su máximo se desprende del muy elemental
resultado auxiliar siguiente.

Lema 1. El máximo valor de
∣∣(x1 + · · ·+ xn)2

∣∣ para x1, . . . , xn complejos bajo la condición

|x1|2 + · · ·+ |xn|2 = 1

es M2 = n.

Demostración. Como |x1 + · · ·+ xn|2 ≤ (|x1| + · · · + |xn|)2, esta forma alcanza su valor máximo
para x reales positivos. Es suficiente también estudiar el máximo de (x1 + · · · + xn)2 condicionado a
x2

1 + · · ·+ x2
n = 1 para argumentos reales, y la respuesta, según las reglas elementales, es que debe ser

∂[(x1 + · · ·+ xn)2 + λ(x2
1 + · · ·+ x2

n)]

∂xα
= 2(x1 + · · ·+ xn) + 2λxα = 0,

luego x1 = · · · = xn = 1√
n

; y aqúı la forma tiene el valor n. Por tanto para Π1 en particular es M2 = 4.

Para la determinación de M2 usaremos el siguiente lema.

Lema 2. Una forma ortogonal con coeficientes reales, es decir, una forma cuadrática cuyos coeficientes
cumplen

n∑
α=1

aαpaαq =

{
0 si p 6= q,

1 si p = q

tiene, para x1, . . . , xn complejos bajo la condición

|x1|2 + · · ·+ |xn|2 = 1

un valor máximo a lo sumo igual a 1.

Demostración. Denotaremos el conjugado del número complejo z con z. Escribiendo la forma del
siguiente modo:

A(x, x) =

n∑
α=1

xα(aα1x1 + · · · aαnxn),

la aplicación de la denominada desigualdad de Schwarz para números complejos, es decir, la desigualdad∣∣∣∣∣
n∑
α=1

uαvα

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑
α=1

uαuα

n∑
α=1

vαvα

da en el presente caso

|A(x, x)|2 ≤
n∑
α=1

xαxα

n∑
α=1

(aα1x1 + · · · aαnxn)(aα1x1 + · · · aαnxn).

Pero por la ortogonalidad la última suma es igual a

n∑
α,p,q=1

aαpaαqxpxq =

n∑
α=1

xαxα;

como xx = |x|2, dada la restricción el segundo miembro de nuestra desigualdad es igual a 1, luego
|A(x, x)| ≤ 1 y queda probado el Lema.

Que el máximo es exactamente igual a 1 es fácil de demostrar aunque aqúı no lo haremos.

Ahora, la forma 1√
4
Π1(x1, · · · , x4) es ortogonal por su formación, luego su valor máximo es ≤ 1.

Entonces para la propia forma Π1 se tiene M2 ≤ 2 y como para x1 = · · · = x4 = 1√
4

alcanza el valor 2,

se tiene M2 = 2 y con ello M2/M2 = 4
2 = 2 =

√
4.

A continuación se construye una matriz de coeficientes 16× 16 para la forma Π2 según el esquema

Π2 =


−Π1 Π1 Π1 Π1

Π1 −Π1 Π1 Π1

Π1 Π1 −Π1 Π1

Π1 Π1 Π1 −Π1

 ,
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donde Π1 es la matriz anterior, y −Π1 dicha matriz con todos los signos cambiados.

Aqúı M2 es el máximo de |x1 + · · ·+ x16|2, luego es = 16 = 42 por el Lema 1. Además, si se multiplica
por un factor conveniente, Π2 es ortogonal. Porque si se multiplican dos filas de Π2 cuyas numeraciones
no se diferencian en un múltiplo de 4, esas composiciones de 16 términos resultan ser cero dada la
ortogonalidad de 1

2Π1 y cómo se forma cada grupo de cuatro términos consecutivos en ellas. Si las
numeraciones se diferencian en un múltiplo de 4, esos grupos de cuatro términos consecutivos no dan cero,
sino que dos de ellos dan +4 y otros dos −4, resultando aśı las composiciones iguales a cero de nuevo. Y
las composiciones de las filas individuales consigo mismas dan 16, de modo que la forma 1

4Π2(x1, · · · , x16)
es ortogonal; de aqúı se sigue que para Π2 es M2 ≤ 4, y como para x1 = · · · = x16 = 1

4 la forma es igual

a 8Π1

(
1
4 ,

1
4 ,

1
4 ,

1
4

)
= 4, se sigue que es M2 = 4 y M2/M2 = 16

4 = 4 =
√

16.

Ahora podemos establecer fácilmente una conclusión, pues a partir de Π2 se puede formar exacta-
mente del mismo modo una forma Π3(x1, · · · , x64), a partir de Π3 una forma Π4 en 256 variables, y aśı
sucesivamente. Entonces,

Resultado. Existe una forma Πα en n = 4α variables, con coeficientes ±1, para la cual M2 = 4α,
M2 = 2α, de modo que M2/M2 = 2α =

√
4α. Esta forma alcanza su máximo para

x1 =
1√
4α
, . . . , xn =

1√
4α
,

es decir, para valores positivos iguales sin excepción.

4. Relación entre ambas cuestiones algebraicas. La conexión entre ambas cuestiones quedará
marcada por la breve advertencia preliminar de que para una forma cuadrática, en general su máximo
M2 no se alcanza exactamente para sistemas de valores x1, . . . , xn todos del mismo módulo, pero este es
precisamente el caso para las formas Πα que, como acabamos de demostrar, proporcionan un valor alto
para M2/M2.

En detalle consiste en lo siguiente. En primer lugar, para la forma Πα de n = 4α variables se tiene
M1 = n2, M2 = 4α = n, luego M1 = nM2. Para averiguar la relación entre M1 y M2 demos a las variables,
por un lado, los valores x1, . . . , xn para los cuales Πα alcanza su máximo en el sentido de nuestra primera
cuestión. Se trata de un sistema de valores todos ellos de módulo 1; si en lugar de ellos sustituimos en
Πα los valores

x1√
n
, . . . ,

xn√
n
,

ahora tenemos un sistema de valores para el cual se cumple∣∣∣∣ x1√
n

∣∣∣∣2 + · · ·+
∣∣∣∣ xn√n

∣∣∣∣2 =
|x1|2

n
+ · · ·+ |xn|

2

n
= 1,

por consiguiente un sistema de valores que satisface la restricción de la segunda cuestión. Entonces el
valor de Πα para este sistema de valores será ≤ M2. Pero ese valor, teniendo en cuenta los factores de
proporcionalidad, es igual a 1

nM1; luego 1
nM1 ≤ M2 y M1 ≤ nM2. Esta conclusión no ha usado aún del

todo la especificidad de la forma Πα.

Pero ahora por otra parte demos a x1, . . . , xn un cierto sistema de valores que provea el máximo de
Πα; por ejemplo, en base a las propiedades demostradas de esta forma, el sistema de valores

x1 =
1√
n
, . . . , xn =

1√
n

;

para estos es Πα = M2; entonces para el sistema x1 = . . . = xn = 1 se obtiene el valor nM2; pero este
sistema de valores de ahora satisface las restricciones de la primera cuestión, ya que son todos ellos valores
iguales a 1. Luego nM2 ≤M1.

Resumiendo, hemos obtenido M1 ≤ nM2 y nM2 ≤M1, luego con ello M1 = nM2. Por otra parte, era
M1 = nM2. Con esto se tiene, para la forma Πα:

M1/M1 = M2/M2 =
√

4α =
√
n = 2α.

Resultado. Para los n que son potencia de 4 se tiene también ϕ1(n) ≥
√
n.
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5. La cuestión de Bohr. El ejemplo de una forma cuadrática en infinitas variables con ayuda del
cual voy a contestar a la pregunta de Bohr lo construyo a continuación a partir de las formas Πα definidas
en el No. 3. Para ello formo

Π =
µ1

8
Π1(x1, . . . , x4) +

µ2

82
Π2(x4+1, . . . , x4+42) +

µ3

83
Π3(x42+4+1, . . . , x42+4+43) + · · · ,

donde he usado siempre diferentes variables en cada Πα, y tras multiplicación por unos factores positivos
constantes que se determinarán después con más detalle las he sumado todas. Como según el No. 4 para
Πα tenemos M1 = nM2 y esto según el No. 3 es igual a n · 2α = 4α · 2α = 8α, el factor 1

8α sirve para que
el máximo del sumando α-ésimo de Π sea M1 = µα. Si ahora

((1)) µ1 + µ2 + · · · es una serie convergente,

entonces Π será una función limitada [begrentze] de sus infinitas variables. Porque la sección de la función
Π, Π(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .), que la deja cortada exactamente al final de un sumando completo de los que
definen la serie de arriba, por ejemplo

µ1

8
Π1 + · · ·+ µα

8α
Πα,

y tiene el máximo µ1 + · · · + µn para todos los x1, . . . , xn iguales a 1, queda entonces por debajo de la
cota fija M =

∑∞
α=1 µα que es también independiente de n. Y todas las demás secciones también quedan

por debajo de esta misma cota. Porque de la consideración final del No. 1 se sigue que

máx |Π(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)| ≤ máx |Π(x1, . . . , xn+1, 0, 0, . . .)| ,

y por lo tanto que el máximo del módulo de una sección cualquiera de Π queda por debajo del de la
siguiente sección más amplia que ella en la antes considerada subsucesión de secciones.

La suma de los módulos de todos los coeficientes de Π es

((a))
µ1

8
16 +

µ2

82
162 + · · · =

∑
2αµα.

Es por consiguiente muy fácil elegir los µα de modo que se cumpla ((1)) y que esta suma ((a)) diverja.
En esto consiste un primer resultado:

Incluso para una forma cuadrática de infinitas variables que es limitada, no es necesario que la suma
de los módulos de todos sus coeficientes sea convergente.2

En lo que se refiere en cambio a la verdadera cuestión de Bohr, voy a formar ahora un sistema de
valores para los cuales

x4+ε
1 + x4+ε

2 + · · ·

converge y sin embargo Π(x1, x2, . . .) no es absolutamente convergente. Más espećıficamente voy a demos-
trar que, para un ε dado arbitrariamente pequeño se pueden elegir las cantidades aún libres µα verificando
((1)) y los x1, x2, . . . , de forma que se satisfagan los dos requisitos recién propuestos. En otras palabras,
por lo tanto, voy a conseguir, no una forma fija Π que cumpla con lo requerido por pequeño que sea ε,
sino para cada ε una forma adecuada de tipo Π.

Nos acercamos mucho a ello si optamos por que los xn que aparecen en la misma Πα sean iguales,
iguales además a un número hα > 0. Las otras dos condiciones que se añaden a ((1)) se reescriben
entonces como

((2)) 4h4+ε
1 + 42h4+ε

2 + · · · es convergente,

y

((3))
µ1

8
16h2

1 +
µ2

82
162h2

2 + · · · = 2µ1h
2
1 + 22µ2h

2
2 + 23µ3h

2
3 + · · · es divergente.

Si tenemos éxito en encontrar números positivos µα, hα que satisfagan estos tres requisitos, con ello habrá
quedado probado que es A2 ≤ 4.

2Para funciones P de grado infinitamente alto esto ya lo conoćıa Bohr.



Anexo 3 159

Observemos en primer lugar que hα debe tener aproximadamente el orden de magnitud 1√
2α

para que

la divergencia de ((3)), no innecesariamente fuerte, permita también que la convergencia de ((2)) entre
en el ámbito de lo posible. Según ello, pongamos por comodidad

h2
α =

kα
2α

y ε = 2κ. Aśı, los tres requisitos son

1)
∑

µα convergente,

2)
∑ k2+κ

α

2ακ
convergente,

3)
∑

µαkα divergente.

Es suficiente proponer para µα y kα progresiones geométricas. Sean entonces

µα = µα, kα = kα,

de modo que ahora las condiciones ya hay que disponerlas sobre µ y k, quedando

1)
∑

µα convergente,

2)
∑

2−ακkα(2+κ) convergente,

3)
∑

µαkα divergente,

y estas equivalen a su vez a las siguientes:

1) µ < 1,

2) 2−κk2+κ < 1,

3) µk ≥ 1.

La comparación entre 2) y 3) da que debe ser k > 1; como por otra parte µ no aparece en 2), para
determinar el k > 1 es suficiente que se cumpla 2), porque poniendo µ = 1/k se cumplirán 1) y 3). Resta
aśı determinar k tal que sea

k > 1, k2+κ < 2κ.

Pero como la segunda de estas condiciones,

k < 2
κ

2+κ ,

se cumple para todo κ > 0 suficientemente pequeño dependiendo del número k > 1, queda ya completa-
mente demostrado lo que se afirmó en la introducción, a saber, que A2 ≤ 4.

Resultado. Para cada ε existe una forma cuadrática en infinitas variables y un sistema de valores x1,
x2, . . . (0 ≤ |xn| ≤ 1) de modo que

∑
|xn|4+ε

converge mientras que la forma cuadrática para dicho
sistema de valores no es absolutamente convergente. Sirve de hecho la forma Π dada al comienzo de este
No. si se eligen los

µα = 2−
εα
ε+5 .

Segunda parte: otros resultados.

6. Continuación de la primera cuestión algebraica. Para probar con técnicas de teoŕıa de
funciones la estimación servida por Bohr A ≥ 2 que mencionamos en la introducción se puede usar,
acerca de la función ϕ1(n), no solo la estimación inferior utilizada hasta aqúı, sino también una estimación
superior. Aquel método se basaba en el conocido teorema de que la suma de los cuadrados de los módulos
de los coeficientes de una serie de potencias, luego en particular también de un polinomio c0 + c1z+ · · ·+
cnz

n, es
|c0|2 + · · ·+ |cn|2 ≤M2,
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siendo M el máximo del módulo del polinomio a lo largo de la circunferencia unidad, y en la observación
de que es válido también el teorema análogo para polinomios de varias (en número finito) variables. Al
aplicar este teorema a la forma cuadrática

∑n
p,q=1 apqxpxq como en el No. 1, resulta

n∑
p,q=1

|apq| ≤M2
1 .

Ahora además por la desigualdad de Schwarz (ver Hellinger-Toeplitz, Math. Ann. 69, pág. 293),(
n∑

p,q=1

|apq| |xp| |xq|

)2

≤
n∑

p,q=1

|apq|2
n∑

p,q=1

∣∣x2
p

∣∣ ∣∣x2
q

∣∣ ,
y la segunda suma de la derecha es el cuadrado de

∑
p

∣∣x2
p

∣∣. Si ahora cada |xp| = 1, esta suma es igual a
n, y la suma del primer miembro es M1, luego

M2
1 ≤M2

1n
2,

M1

M1
≤ n.

Es por lo tanto ϕ1(n) ≤ n, mientras que antes se demostró que para los n que son potencias de 4 se tiene
ϕ1(n) ≥ n.

Con esto la tarea no ha quedado bien terminada. Pero incluso en ese caso, si se hubiera demostrado
que ϕ1(n) = n, se podŕıa, como ya mencionamos casualmente en relación con la tarea original de Bohr,
no concluir que es A2 = 4. Al cabo, y considerando que ϕ1(2) =

√
2, es probable que esto, aunque no sin

esfuerzo, se pueda demostrar.

7. Solución de la segunda cuestión algebraica. Con mayor generalidad se puede resolver la
segunda cuestión, en la que se enseña que es

ϕ2(n) ≤
√
n,

y que ϕ2(n) =
√
n para los n que son potencias de 4.

La segunda cuestión difiere de la formulación en la que se presenta muy a menudo, en que las variables
pueden también tomar valores complejos. Sin embargo hemos encontrado que esta distinción no es esencial,
ya que hemos demostrado el siguiente teorema general:

Si M es el máximo del módulo de la forma bilineal
∑n
p,q=1 apqxpyq con coeficientes complejos arbitra-

rios y para valores de ambas series de variables sujetos a las condiciones

n∑
p=1

|xp|2 ≤ 1,

n∑
p=1

|yq|2 ≤ 1,

y M es el máximo de la forma
∑n
p,q=1 |apq|xpyq bajo las mismas condiciones, entonces se tiene

M

M
≤
√
n.

La demostración se basa en considerar, en la notación del cálculo matricial, la forma bilineal AA
′

y
notar que

∑
|apq|2 es la suma de los términos diagonales de esta forma hermitiana definida. Si λ1, . . .λn

son los n valores propios (positivos) de esta forma hermitiana, entonces es∑
|apq|2 = λ1 + · · ·+ λn.

Ahora bien, M2 es igual al máximo de la forma AA
′

(ver Hellinger-Toeplitz, Math. Ann. 69, pág. 304 y
306 nota), y esto no es sino el mayor de los números λ1, . . .λn. Se tiene entonces

M2 ≤
∑
|apq|2 .
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Además, la media aritmética de las cantidades λ1, . . .λn no es mayor que el mayor de ellos, luego

1

n
|apq|2 ≤M2.

Finalmente vale también la misma argumentación para la forma
∑n
p,q=1 apqxpyq; pero como para esta,

la suma de los cuadrados de los módulos de los coeficientes tiene exactamente el mismo valor que el que
tiene para A(x, x), se sigue

M2 ≤
∑
|apq|2 ,

luego, por división de las dos últimas desigualdades,

M

M
≤
√
n,

como queŕıamos demostrar.

8. Aplicación de la segunda cuestión algebraica a la teoŕıa de formas cuadráticas en
infinitas variables.

Las formas Πα construidas en el No. 3 se pueden usar para dar una contestación muy elemental a la
pregunta de si una forma cuadrática en infinitas variables que está acotada está absolutamente acotada,
es decir, si con [el módulo de]

∑
apqxpxq siempre está acotada también

∑
|apq|xpxq (ver Schur, Jour. f.

Math. 140, pág. 20). A este fin se construye la forma

K =
1

2
Π1(x1, . . . , x4) +

1

22
Π2(x4+1, . . . , x4+42) +

1

23
Π3(x42+4+1, . . . , x42+4+43) + · · · .

Cada sumando individual tiene, en el sentido de la segunda cuestión, el máximo M2 = 1, mientras que
M2 = 2α, según el teorema del No. 3. Ahora bien, en general, el máximo M2 de una suma de dos formas
cuadráticas de distintas series de variables,

Q1(x1, . . . , xn) +Q2(xn+1, . . . , xn+ν)

es igual al mayor de los máximos formas individuales Q1 y Q2. Por aplicación sucesiva de este principio
resulta la acotación de la forma K, pero a la vez también la no-acotación de la forma que resulta de K
cuando se sustituyen todos los coeficientes por sus módulos.

Se puede sin embargo, con los mismos medios, despachar una pregunta mucho más ńıtida, la de si una
forma completamente continua debe estar absolutamente acotada. A este efecto se necesita, en lo que
concierne a la construcción de K, solo añadir en el sumando α-ésimo un factor µα y elegir estos µα de
modo que sea ĺımα→∞ µα = 0 pero sin que converja la serie

∑
µα2α. Los valores µα = 1

α o bien µα = 1
2α

por ejemplo, satisfacen este requisito. Entonces esa forma modificada K′ es completamente continua pero
no está absolutamente acotada.

Existe una forma cuadrática real y ortogonal en infinitas variables, acotada e incluso completamente
continua pero que no es absolutamente acotada. Dicha forma completamente continua no necesita entonces
originar, para cada sistema de valores de las variables de suma de cuadrados convergente una serie doble
absolutamente convergente.

9. Relación con un teorema de determinantes de Hadamard. Aún vamos a presentar una
tercera situación algebraica en donde el valor máximo también lo proporcionan las formas Πα del No. 3.
Se trata de la pregunta de para qué determinantes la desigualdad de Hadamard

|apq| ≤
√
nn,

en el caso de ser |apq| ≤ 1 [para todo p, q] se convierte en una igualdad. La forma ortogonal 1
2αΠα tiene

determinante 1, luego la propia Πα, cuyos coeficientes son todos ±1, proporciona el determinante

(2α)4α =
(√

4α
)4α

,

y aśı una contestación a la demanda para los n que son potencias de 4.
He mencionado esto solamente para destacar que siempre se pueden utilizar las formas Πα con motivo

de esta cuestión, y que la esencia de esta aplicación ha reposado en la observación de que las misma
técnicas que se han usado en las anteriores investigaciones pueden jugar un papel en otras muy distintas.
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Sobre la derivación de la Integral de Lebesgue.

Por

H. Busemann y W. Feller (Copenhague).

La siguiente investigación se refiere a la cuestión de saber según qué conjuntos pueden ser derivadas las
funciones aditivas de conjunto absolutamente continuas [Carathéodory, p. 477] o, lo que es lo mismo, las
integrales indefinidas de Lebesgue, es decir, lo que queda planteado aśı: Dado un sistema R de conjuntos
medibles de medida positiva tales que para cada punto Q del espacio hay una sucesión {ρν} ⊂ R que se
contrae a Q, ¿cómo debe ser el sistema R a fin de que para cada función integrable f(P ) y para cada
punto Q fuera de un conjunto de medida nula se verifique1

ĺım
k→∞

1

m(ρk)

∫
ρk

f(P ) dP = f(Q)?

Se prueba usualmente2 con ayuda del teorema de Vitali que el sistema formado por los cubos de
lados paralelos a los ejes (o uno equivalente) es de este tipo. Además, un simple corolario muestra que se
puede entonces derivar también según los conjuntos de cualquier familia de conjuntos regular3 respecto
del sistema manejado en primer lugar. No se sabe si es posible derivar también según algún sistema dado
de conjuntos que no es regular con respecto a los cubos de lados paralelos a los ejes. En particular, no se
sabe nada en este sentido sobre intervalos4 cualesquiera5. Para la función

F (x, y) =

∫ x

0

∫ y

0

f(ξ, η) dξ dη,

siendo f(x, y) integrable, solo se puede demostrar que el cociente diferencial

1

hk

∫ x+h

x

∫ y+k

y

f(ξ, η) dξ dη =
1

hk

[
F (x+ h, y + k)− F (x+ h, y)− F (x, y + k) + F (x, y)

]
tiende hacia un ĺımite, si h y k tienden a 0 de modo que la razón

∣∣h
k

∣∣ permanezca acotada entre dos
constantes positivas. Y la existencia del correspondiente ĺımite doble no viene implicada por eso.

Cuando se trata la cuestión general acerca de la condición que deben cumplir los sistemas de conjuntos
según los cuales se pueda derivar aparece una diferencia, que no ocurŕıa en los resultados anteriores, entre
el comportamiento de las integrales de funciones acotadas y el de las no acotadas. En particular se ve
que las primeras se pueden derivar según los intervalos, mientras que las últimas no siempre.

El caso de integrando acotado se puede reducir al tratamiento de la integral de las funciones que solo
toman los valores 0 y 1. Por lo tanto aqúı la validez de la propiedad de densidad relativa a R es necesaria
y suficiente para la diferenciabilidad. Decimos que para R vale la propiedad de densidad cuando para cada
conjunto medible χ, en casi todos los puntos Q del espacio y para cualquier sucesión {ρk} de conjuntos
de R que se contrae a Q, existe el ĺımite

ĺım
k→∞

m(ρk ∩ χ)

m(ρk)

1La notación m(·) significa siempre la medida de Lebesgue.
2Cf. por ejemplo C. Carathéodory: [Vorlesungen über] Reelle Funktionen, 2a ed. [1927], Cap. IX.
3La propia definición, aśı como la demostración del corolario mencionado, se encuentran en la Nota al §1 de

este trabajo.
4Entendemos aqúı por intervalo siempre un paraleleṕıpedo de aristas paralelas a los ejes del espacio eucĺıdeo

Er.
5Para este sistema no vale el teorema de Vitali, como han demostrado Banach y H. Bohr. Cf. Carathéodory,

op. cit., Anhang [Apéndice: Note I., p. 689]. Por cierto que también se deduce ocasionalmente de los resultados
del §4 de este trabajo.
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y, a saber, es igual a 1 cuando Q ∈ χ e igual a 0 en otro caso.
Para la propiedad de densidad se puede dar un criterio, básico para lo que sigue, que es fácil de

enunciar cuando se introduce la unión σα(χ) de todos los conjuntos ρ de R en los cuales la “densidad
media” de χ es mayor que un número α comprendido entre 0 y 1; es decir, para los que se cumple

m(ρ ∩ χ)

m(ρ)
> α.

Como se verá después (§1), para la validez de la propiedad de densidad resulta ser suficiente que para
cada conjunto acotado y medible χ y cada α entre 0 y 1 se satisfaga una relación de la forma

m(σα(χ)) ≤ C(α)m(χ), (BF1)

donde C(α) denota una constante que solo depende de α y de R, pero no de χ. La condición (BF1) no es
necesaria en general, pero śı lo es cuando R contiene con cada conjunto también todos los semejantemente
colocados6. En este caso (BF1) es equivalente a la exigencia de que, para cada conjunto χ de medida finita,
el conjunto σα(χ) tenga también medida finita. Resulta ahora curiosamente (§2) que el sistema de los
intervalos satisface la condición (BF1) mientras que el sistema de todos los paraleleṕıpedos rectangulares
no, de manera que para aquel vale la propiedad de densidad y para este no.

Por consiguiente se pueden (§3) derivar según los intervalos las integrales indefinidas de las funciones
medibles f(x1, . . . , xr). De aqúı se sigue que la función

F (x1, . . . , xr) =

∫ x1

0

∫ x2

0

· · ·
∫ xr

0

f(ξ1, . . . , ξr) dξ1 · · · dξr

posee, para s ≤ r, salvo en un conjunto de medida nula, la derivada mixta

F(xν1 ,...,xνs ), νi 6= νk para i 6= k

en el sentido del ĺımite s-ple (del correspondiente cociente diferencial), y que éste, para cada permutación
µ1, µ2, . . . , µs de los números ν1, ν2, . . . , νs, es igual a

∂sF

∂xµ1
· · · ∂xµs

.

No se requiere aśı en este caso una demostración particular de la permutabilidad del orden de las sucesivas
derivaciones.

Finalmente (§4) proponemos una condición necesaria y suficiente, análoga a (BF1), para que pueda
derivarse la integral indefinida de cualquier función integrable, respecto de un sistema que con cada
conjunto contiene todos sus homotéticos. Se verá inmediatamente que por ejemplo los cubos y las esferas
satisfacen esa condición, mientras que los intervalos no. También se dan ejemplos de funciones aditivas
de conjunto absolutamente continuas que no se pueden derivar según los intervalos y para las cuales
las derivadas mixtas de las funciones de punto asociadas no existen en general en el sentido de ĺımites
múltiples. (Cf. la Adición durante la corrección al final del trabajo).

§1.

Criterios para la validez de la propiedad de densidad.

Sea R = {ρ} un sistema de conjuntos abiertos acotados del espacio eucĺıdeo r-dimensional Er tal que
para cada punto del espacio hay una sucesión {ρk} de conjuntos de R que se contrae a él. La hipótesis de
que los conjuntos ρ sean abiertos no supone una restricción esencial, ya que los resultados se transfieren
sin mucho esfuerzo a sistemas de conjuntos medibles cualesquiera de medida positiva. Cuando χ es un
conjunto medible, entendemos por densidad media de χ en un conjunto ρ el cociente

m(χ ∩ ρ)

m(ρ)
.

6Por semejantemente colocados entendemos aqúı y en lo que sigue “semejantes y semejantemente colocados”[es
decir, homotéticos].
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Compongamos en primer lugar el ĺımite inferior de las densidades medias [de χ en {ρk}] para una
sucesión cualquiera {ρk} de conjuntos de R que se contrae a un punto dado P . El ı́nfimo de estos ĺımites
inferiores, extendido sobre todas las sucesiones {ρk} ⊂ R que se contraen al punto P , lo designaremos,
con Lebesgue, como la densidad inferior de χ respecto de R en P . Correspondientemente llamaremos
densidad superior de χ respecto de R en P al supremo de los ĺımites superiores de las mismas sucesiones.
Si en un punto estas dos densidades son iguales, hablaremos de la densidad [respecto de R en P ] a secas.
En particular, la densidad existe en todos aquellos puntos en los que o bien la densidad superior es igual
a cero, o bien la densidad inferior es igual a 1.

Decimos entonces que para el sistema R vale la propiedad de densidad, cuando para cada conjunto
medible la densidad (inferior) es 1 en casi todos los puntos del conjunto, o bien, lo que es lo mismo,
cuando para cada conjunto medible la densidad (superior) se anula en casi todos los puntos de su conjunto
complementario.

Introduzcamos ahora algunas notaciones: d(λ) significa siempre el diámetro del conjunto de puntos λ;
la letra N con o sin sub́ındice se reserva para conjuntos de medida nula. Sean 0 < α < 1, δ > 0 y χ un
conjunto medible. Por σα,δ(χ) entendemos la unión de todos los conjuntos ρ de R de diámetro menor
que δ en los cuales la densidad media de χ es mayor que α, para los cuales por consiguiente se cumplen
las condiciones

1) m(ρ ∩ χ) > α ·m(ρ),

2) d(ρ) < δ.

Mientras que σα(χ) es, como se ha declarado en la Introducción, la unión de todos los conjuntos de R
que están sujetos solo a la primera de las condiciones anteriores.

A partir de la definición se observa que para la unión de una familia cualquiera de conjuntos medibles
λ siempre se tiene

σα,δ

(⋃
λ
)
⊃
⋃
σα,δ(λ), (BF2)

y además, que para α1 ≤ α, δ1 ≥ δ y χ1 ⊃ χ, siempre es

σα1,δ1(χ1) ⊃ σα,δ(χ). (BF3)

Según esto, la intersección
⋂
δ>0 σα,δ(χ) para α fijo contiene a todos los puntos del espacio en los cuales

la densidad superior de χ es mayor que α, y aparte de ellos, a lo sumo aquellos puntos en los cuales dicha
densidad superior es igual a α.

Cuando vale la propiedad de densidad, se sigue de esto(⋂
δ>0

σα,δ(χ)
)
∪N1 = χ ∪N2; (BF4)

y rećıprocamente, cuando se cumple (BF4) para todo α entre 0 y 1, resulta, debido a (BF3),( ⋂
0<α<1

⋂
δ>0

σα,δ(χ)
)
∪N3 = χ ∪N4,

es decir, la densidad superior de χ es igual a 0 en casi todos los puntos de Er \ χ.
Consideremos ahora una sucesión monótona decreciente de conjuntos medibles acotados χν con inter-

sección vaćıa, y una sucesión monótona decreciente de números positivos δν que tiende a 0. Cuando vale
la propiedad de densidad, para cada α entre 0 y 1 se tiene

m
(
σα,δν (χν)

)
→ 0; (BF5)

porque según (BF3) es, para ν > n,

m
(
σα,δν (χν)

)
≤ m

(
σα,δν (χn)

)
y según (BF4)

ĺım
ν→∞

m
(
σα,δν (χn)

)
= m(χn),

por consiguiente
ĺım
ν→∞

m
(
σα,δν (χν)

)
≤ m(χn)
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para todo n, de donde se sigue (BF5) dado que m(χn)→ 0.
La condición (BF5), necesaria por lo tanto para la validez de la propiedad de densidad, es más débil

que (BF4), pero sin embargo es suficiente. Para [ver] esto tenemos que demostrar que, para cada conjunto
medible acotado Λ, el subconjunto de puntos en los que la densidad respecto de R no es 1 es de medida
nula. Sea λ el subconjunto de Λ en el cual la densidad inferior de Λ respecto de R es menor que 1 − α.
Tenemos que probar que cada subconjunto cerrado ϕ de λ tiene medida cero. Por hipótesis, a cada punto
de ϕ se contrae una sucesión {ρi} de conjuntos de R cumpliéndose

m(ϕ ∩ ρi) ≤ m(λ ∩ ρi) < (1− α)m(ρi). (BF6)

Elegimos de entre estos conjuntos un número finito, denotémosles ρ1
1, . . . , ρ1

s1 , con diámetros menores
que 1, de modo que cubran ϕ, y pongamos

⋃s1
i=1 ρ

1
i = γ1. Una vez definidos ya γ1, . . . , γn−1, elegiremos

un número finito de los conjuntos que satisfacen (BF6), denotémosles ρn1 , . . . , ρnsn , que estén contenidos
en γn−1, cuyos diámetros sean menores que 1/n y que cubran ϕ, y pondremos

⋃sn
i=1 ρ

n
i = γn. Se tiene

entonces γn ⊂ γn−1 y además

m(ϕ) ≤ m(γn) = m(ϕ) + εn, donde εn → 0.

Los conjuntos χn = γn \ ϕ forman aśı una sucesión mononótona decreciente con intersección vaćıa.
Debido a que ρni ⊂ γn, se tiene

m(ρni ) = m(χn ∩ ρni ) +m(ϕ ∩ ρni );

además, según (BF6), se cumple
m(ϕ ∩ ρni ) < (1− α)m(ρni ),

luego
m(χn ∩ ρni ) > α ·m(ρni );

de donde se deduce que
ϕ ⊂ σα, 1n (χn).

Como los conjuntos χn cumplen las hipótesis para (BF5), resulta de (BF5): m
(
σα, 1n (χn)

)
→ 0, luego

m(ϕ) = 0. Con ello hemos probado:

I. Para el sistema R vale la propiedad de densidad si y solo si para cada α entre 0 y 1, para cada
sucesión monótona decreciente de conjuntos medibles acotados χn y cada sucesión monótona decreciente
de números positivos δn → 0, se verifica la condición (BF5).

En particular la propiedad de densidad se cumple cuando para cada conjunto medible acotado χ se
verifica la estimación

m(σα(χ)) ≤ C(α) ·m(χ), (BF7)

donde C(α) solo depende del sistema R y de α, pero no de χ. Que la condición (BF7) no tiene por qué ser
necesaria en general, es trivial. Por otro lado, lo es cuando el sistema R contiene con cada conjunto ρ
también todos los homotéticos a él. Para la prueba de esta afirmación proponemos previamente el siguiente
teorema auxiliar:

Si χ es un conjunto medible acotado de medida positiva, entonces para cada ε > 0, en cada conjunto
abierto Γ hay una familia numerable χ1, χ2, . . . de conjuntos homotéticos a χ, de modo que

1) m
(⋃

χν

)
= m(Γ),

2)
∑

m(χν) < m(Γ) + ε.

Además los conjuntos χν pueden someterse a la restricción de que sus diámetros sean menores que un
número δ dado previamente7.

Sea I un intervalo abierto que contenga a χ, y sea

m(χ)

m(I)
= a;

7Cuando χ es nach aussen quadrierbar [es decir, m(χ \ χ) = 0 Carath., p. 289], se puede tomar ε = 0, lo que
es un caso especial del teorema de Vitali.
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se puede suponer a < 1, en caso contrario no hay nada que probar. Señalemos en primer lugar lo siguiente:
Sea λ un subconjunto cualquiera de Γ que es unión de conjuntos homotéticos a χ, y pongamos

m(λ)

m(Γ)
= q.

Entonces, para cada η > 0 hay en Γ una sucesión de conjuntos χν homotéticos a χ y disjuntos dos a dos
tales que para su unión Λ =

⋃
χν se verifican las dos desigualdades siguientes:

a)
m(λ ∪ Λ)

m(Γ)
> q + a

1− q
2

,

b) m(λ ∩ Λ) < η.

Para probar esto cubramos ∆ = Γ \ λ por un conjunto abierto ∆′ de modo que sea

m(∆′ \∆) > mı́n
(
η, a

1− q
2

m(Γ)
)
.

Podemos presentar ∆′, salvo un conjunto de medida nula, como la unión de un número finito de intervalos
Iν homotéticos a I y disjuntos dos a dos. La homotecia que lleva I en Iν , lleva χ sobre χν . Sea Λ =

⋃
χν .

Se tiene entonces
m(Λ) = m

(⋃
χν

)
=
∑

m(χν) = a
∑

m(Iν) = am(∆′)

y

m(λ ∩ Λ) ≤ m(λ ∩∆′) < mı́n
(
η, a

1− q
2

m(Γ)
)
.

Para probar (a), tengamos en cuenta que

m(λ ∪ Λ) = m(λ) +m(Λ)−m(λ ∩ Λ) ≥ m(λ) + am(∆′)− a 1− q
2

m(Γ).

Considerando que m(λ) = q ·m(Γ) y que

m(∆′) ≥ m(∆) = m(Γ)−m(λ),

resulta

m(λ ∪ Λ) >
(
q + a

1− q
2

)
m(Γ).

A partir de esta observación se deduce el teorema auxiliar como sigue:

Sea χ1 un subconjunto de Γ homotético a χ. Supongamos por inducción que esté definido ya el conjunto
χn, y a saber, como la unión de ciertos subconjuntos χnν de Γ homotéticos a χ, tales que∑

ν

m(χnν ) < m(χn) +
(

1− 1

2n

)
ε. (BF8)

Sea

qn =
m(χn)

m(Γ)
.

Aplicamos el método de la observación anterior a

λ = χn, q = qn, η =
ε

2n+1
.

De este modo queda determinado un conjunto Λ =
⋃
χν , donde los conjuntos χν son homotéticos a χ, y

dado que χν ∩ χµ = ∅ para ν 6= µ y (BF8),∑
ν

m(χnν ) +
∑

m(χν) ≤ m(χn) +
(

1− 1

2n

)
ε+m(Λ) +

ε

2n+1
,

aśı que χn+1 = χn ∪ Λ cumple la desigualdad (BF8) con n+ 1 y además la relación

m(χn+1) >
(
qn + a

1− qn
2

)
m(Γ).
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Si ponemos de nuevo

qn+1 =
m(χn+1)

m(Γ)
,

entonces por construcción es

qn+1 > qn + a
1− qn

2
.

Los números qn forman una sucesión monótona creciente que tiende evidentemente a 1. El conjunto
ĺımite de los χn por lo tanto tiene la misma medida que Γ; es la unión de subconjuntos de Γ homotéticos
a χ que, según (BF8), satisfacen también la segunda condición del teorema auxiliar. Finalmente es claro
que a lo largo de la construcción completa nos podŕıamos limitar a considerar conjuntos homotéticos a χ
cuyos diámetros fueran menores que δ. Con esto el teorema auxiliar queda demostrado.

Nuestra afirmación acerca de la desigualdad (BF7) consiste en lo siguiente: Cuando el sistema R
contiene con cada conjunto ρ también a todos sus homotéticos, y no se satisface la estimación (BF7),
entonces la propiedad de densidad no vale para R. Veamos que, bajo las hipótesis especificadas, dentro
de cada intervalo abierto I se puede dar un conjunto medible χ verificando

m(χ) <
2

3
m(I)

que tiene densidad superior positiva respecto de R en todos los puntos de I.
Como la desigualdad (BF7) no se cumple para R, para cada α > 0 fijo y cada número positivo C

existe un conjunto medible acotado χ tal que

m(σα(χ)) > C ·m(χ).

Sea {χn} una sucesión de tales conjuntos verificando

m(σα(χn)) > 4n ·m(χn).

El conjunto σα(χn) es la unión de los conjuntos ρ del sistema R en los cuales la densidad media de χn
es mayor que α. Podemos escoger un número finito de entre ellos de manera que su unión πn esté acotada
y que para su medida se cumpla la desigualdad

m(πn) > 4n ·m(χn).

Ahora construimos para cada n, según nuestro teorema auxiliar en I, una sucesión de conjuntos πνn
homotéticos a πn, cuyos diámetros sean d(πνn) < 1/n y para los que se verifique

m(I) = m
(⋃
ν

πνn

)
≤
∑
ν

m(πνn) < 2 ·m(I).

Sea ahora χνn la imagen de χn en πνn: y además sean

πn =
⋃
ν

πνn, χn =
⋃
ν

χνn.

Se tiene entonces

m(πn) = m(I),

m(χn) ≤
∑
ν

m(χνn) <
1

4n

∑
ν

m(πνn) <
2

4n
m(I).

Para el conjunto χ =
⋃
n χ

n se tiene por tanto

m(χ) <
2

3
m(I);

pero este conjunto tiene densidad superior respecto de R mayor o igual que α en casi todo punto del
intervalo I. Cada conjunto πνn es unión de conjuntos ρ del sistema R en los cuales χνn, y dado que
χ ⊃ χn ⊃ χνn, con mayor razón el conjunto χ, tiene densidad media mayor que α. Ahora, para cada n,
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casi todos los puntos de I están en algún πνnn . Dado que d(πνn) < 1/n, de hecho a casi todo punto de I se
contrae una sucesión de conjuntos ρ de nuestro sistema, en los cuales la densidad media de χ es mayor
que α. Hemos demostrado con ello el siguiente teorema:

II. Supongamos que con cada conjunto ρ pertenezcan también al sistema R todos los conjuntos ho-
motéticos a ρ; entonces para la validez de la propiedad de densidad respecto de R es necesario y suficiente
que para cada α entre 0 y 1 y para todo conjunto medible y acotado χ se satisfaga la desigualdad

m(σα(χ)) ≤ C(α) ·m(χ),

donde C(α) solo depende de α y del sistema R, pero no de χ.

Criterio que admite esta otra versión:

II′. Para el sistema R, que contiene con cada conjunto todos los homotéticos a él, es válida la propiedad
de densidad si y solo si para cada α entre 0 y 1 y cada conjunto medible χ de medida finita8 también el
conjunto σα(χ) tiene medida finita.

Sea χ un conjunto de medida finita y tal que m(σα(χ)) =∞. Para un C determinado elegimos, entre
los conjuntos ρ que forman σα(χ) —es decir, para los que se cumple m(ρ ∩ χ) > α ·m(ρ)—, un número
finito de ellos, ρ1, . . . , ρn, de modo que sea

m(ρ1 ∪ · · · ∪ ρn) > C ·m(χ),

y denotemos por χ′ la intersección χ ∩
(⋃n

i=1 ρi

)
. Entonces χ′ está acotado, y por otra parte σα(χ′) ⊃

ρ1 ∪ · · · ∪ ρn, aśı que

m(σα(χ′)) ≥ m(ρ1 ∪ · · · ∪ ρn) ≥ C ·m(χ) ≥ C ·m(χ′).

Ahora demostramos que la condición es necesaria. Si la propiedad de densidad no es válida respecto
de R, entonces existe para cierto α apropiado una sucesión de conjuntos acotados medibles χn para los
cuales es

m(σα(χn)) > n2 ·m(χn).

Vamos a denotar por χ′n un conjunto homotético a χn con m(χ′n) = 1/n2, y por sn un subconjunto
acotado de σα(χ′) para el que se verifique igualmente

m(sn) > n2 ·m(χ′n) = 1.

Desplacemos los conjuntos χ′n de modo que los correspondientes conjuntos sn sean disjuntos dos a dos.
Entonces se tiene

m
(⋃

χ′n

)
≤
∑

m(χ′n) =
∑ 1

n2
,

m
(⋃

sn

)
=∞

y9

σα

(⋃
χ′n

)
⊃
⋃
σα(χ′n) ⊃

⋃
sn.

Nota. Cuando la propiedad de densidad es válida para un sistema R, también es válida, según
Lebesgue, para todas las familias de conjuntos regulares respecto del sistema R. La familia de conjuntos

8Lo esencial es que ahora χ no se supone acotado.
9Existe un sistema R para el cual se cumple el criterio I, pero no el II. En §2 se mostrará que esto es cierto

para el sistema de todos los rectángulos ρ del plano para los que la proporción entre los lados es mayor o igual
que 1

1+t
, siendo t la distancia del origen al centro de ρ. Este sistema tiene en efecto la propiedad de satisfacer la

condición (BF7) en cada dominio acotado; existen también ejemplos sencillos de sistemas que cumplen (BF5) y
donde hay de todos modos un conjunto de medida positiva tal que la condición (BF7) no se cumple en ningún
entorno de un punto de este conjunto.
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π se denomina regular respecto de R cuando a cada punto P se contrae una sucesión de conjuntos {πk}
de π con la propiedad de que cada πk está contenido en un ρk de R y se cumple

m(πk)

m(ρk)
> θ(P ) > 0,

donde θ(P ) es una función positiva arbitraria que depende de P pero no de la sucesión particular {πk}
[que se contraiga a P ]. Algo más en general la familia de conjuntos π se denomina regular en P respecto
de R, cuando para cada sucesión de conjuntos {πk} de π que converge hacia P existe una sucesión {ρk}
de R contrayéndose a P , tal que

ρk ⊃ πk,
m(πk)

m(ρk)
> θ > 0.

(A diferencia de antes, ahora no se requiere P ∈ πk).
Cuando para un conjunto medible arbitrario χ y y una sucesión {ρk} que se contrae a P se cumple

ĺım
k→∞

m(χ ∩ ρk)

m(ρk)
= 1,

también se cumple

ĺım
k→∞

m(χ ∩ πk)

m(πk)
= 1.

Porque, si C es el conjunto complementario de χ, se tiene

1− m(χ ∩ πk)

m(πk)
=
m(C ∩ πk)

m(πk)
≤ m(C ∩ ρk)

m(ρk)
· m(ρk)

m(πk)
≤ 1

θ

(
1− m(χ ∩ ρk)

m(ρk)

)
→ 0.

Por consiguiente, cuando un conjunto medible tiene densidad 0 o 1 en un punto P cualquiera del
espacio respecto de R, tendrá en ese punto la misma densidad para toda familia de conjuntos regular
respecto de R en P .

§2.

Sistemas particulares de conjuntos para los que vale, o no vale,
la propiedad de densidad.

A. Los intervalos.

Sea R = {ρ} ahora el sistema de todos los intervalos [ver la nota 4) a pie] abiertos de Er. Según (BF7),
la propiedad de densidad vale respecto de los intervalos si podemos demostrar:

Para cada conjunto medible acotado χ de Er se cumple

m(σα(χ)) ≤ 2r
2

· α−r ·m(χ). (BF9)

Haremos la demostración por inducción sobre r. Antes señalemos que χ puede considerarse un conjunto
abierto, porque si (BF9) se cumple para conjuntos abiertos, se deduce la misma relación para conjuntos
medibles arbitrarios mediante paso al ĺımite.

1). Sea r = 1 y γ un conjunto abierto acotado de la recta E1. El conjunto σα(γ) es la unión de los
intervalos abiertos ρ tales que

α ·m(ρ) < m(ρ ∩ γ).

De estos ρ elegimos un número finito, pongamos ρ1, . . . , ρk, verificando

m(σα(γ))−m
( k⋃
i=1

ρi
)
< ε.

Si tres de estos ρi tuvieran una intersección no vaćıa, al menos uno de ellos estaŕıa contenido en la unión
de los otros dos. Según esto podemos suponer

⋃k
i=1 ρi como la unión de ciertos ρi, pongamos que ρi1 ,
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. . . , ρis , de modo que cada punto de σα(γ) se encuentra a lo sumo en dos de los ρik . Entonces también
cada punto de γ ∩

(⋃
ρi
)

pertenece a lo sumo a dos de los conjuntos abiertos γ ∩ ρik ; por consiguiente

m(σα(γ))− ε < m
( k⋃
i=1

ρi

)
≤

s∑
k=1

m(ρik) ≤ 1

α

s∑
k=1

m(γ ∩ ρik) ≤ 2

α
m
( s⋃
k=1

γ ∩ ρik
)
≤ 2

α
m(γ).

Una consideración más profunda proporciona10 la estimación exacta

m(σα(γ)) ≤
( 2

α
− 1
)
m(γ),

que no necesitamos.
2) Para el resto de la demostración introduciremos unas notaciones: x1, . . . , xr, z serán las coordenadas

en Er+1, Er el (x1, . . . , xr)-plano. m1( ), mr( ), mr+1( ) designarán respectivamente las medidas lineal,
r-dimensional y (r+ 1)-dimensional. Si λ es un conjunto arbitrario de Er+1, λt designará la intersección
de λ con el plano z = t, y λP la intersección de λ con la recta paralela al eje z que pasa por el punto P . Si
λt es mr-medible y λP es m1-medible, entonces σrβ(λt) es la unión de todos los intervalos r-dimensionales
e del plano z = t tales que

mr(λt ∩ e) > β ·mr(e),

y σ1
β(λP ) la unión de todos los intervalos lineales i de la recta paralela al eje z pasando por P tales que

m1(λP ∩ i) > β ·m1(i).

3) Supongamos ya demostrado (BF9) para el ı́ndice r. Sea γ un conjunto abierto acotado arbitrario de
Er+1. Decimos que σα(γ) está contenido en el conjunto Γ construido de la siguiente manera: sustituimos
cada γt por el conjunto σrα/2(γt), y formamos

Γ∗ =

∞⋃
t=−∞

σrα/2(γt).

El conjunto Γ∗ es abierto11. A continuación sustituimos cada sección lineal ΓP∗ de Γ∗ por el conjunto
σ1
α/2(ΓP∗ ) y definimos

Γ =
⋃

P∈Er
σ1
α/2(ΓP∗ ).

De nuevo el conjunto Γ es abierto. Para ver que en efecto σα(γ) ⊂ Γ, hay que probar que cada intervalo
(r + 1)-dimensional ρ que cumple

mr+1(γ ∩ ρ) > α ·mr+1(ρ)

está contenido en Γ. Sea j el intervalo proyección de ρ en el eje z, sea ξ el conjunto proyección de ρ en
Er, y además sea e cualquier subconjunto del intervalo j para el cual se cumpla

mr(γt ∩ ρt) >
α

2
·mr(ρt) [t ∈ e]. (BF10)

10Cf. por ejemplo H. Lebesgue: Ann. de l’école Norm. sup. (3) 27, 1910.
11A saber, si Q ∈ Et es un punto de Γ∗, existe un intervalo r-dimensional ρt en Et tal que

mr(γt ∩ ρt) >
α

2
mr(ρt).

Ahora bien, γt ∩ ρt consta de puntos interiores de γ; para cada punto de γt ∩ ρt existe entonces un intervalo
(r + 1)-dimensional que lo contiene y que está contenido en γ. De entre estos intervalos buscamos un número
finito de ellos, I1, . . . , Ih, cuya unión cumpla todav́ıa también la desigualdad

mr(ρt ∩ (I1 ∪ · · · ∪ Ih)t) >
α

2
mr(ρt).

Las secciones (I1 ∪ · · · ∪ Ih)τ son congruentes para |t− τ | suficientemente pequeño, aśı que también los corres-
pondientes σrα/2((I1 ∪ · · · ∪ Ih)τ ) son congruentes. Por otro lado, todos ellos están contenidos en Γ∗, de manera
que entonces, junto con Q ∈ ρt, todo un entorno suyo está contenido en Γ∗.
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El conjunto e es abierto, y de hecho se verifica

m1(e) >
α

2
·m1(j); (BF11)

porque, dado que mr(ρt) = mr(ξ) para t ∈ j y mr(γt ∩ ρt) ≤ α
2 m

r(ρt) para t ∈ j \ e, se tiene

α ·m1(j) ·mr(ξ) = α ·mr+1(ρ) < mr+1(ρ ∩ γ) =

∫
j\e

mr(γt ∩ ρt) dt+

∫
e

mr(γt ∩ ρt) dt

≤ α

2

∫
j\e

mr(ρt) dt+

∫
e

mr(ρt) dt ≤ mr(ξ)
(α

2
m1(j) +m1(e)

)
.

Según (BF10), para t ∈ e se cumple

σrα/2(γt) ⊃ σrα/2(γt ∩ ρt) ⊃ ρt,

por tanto ⋃
t∈e

ρt ⊂ Γ∗. (BF12)

Cada paralela al eje z por un punto P de ξ corta a
⋃
t∈e ρt en un conjunto congruente a e. Por tanto,

según (BF11) y (BF12) resulta, entre las secciones ρP y ΓP∗ ∩ ρP , la relación

α

2
·m1(ρP ) =

α

2
·m1(j) < m1(e) ≤ m1(ΓP∗ ∩ ρP ) (P ∈ ξ).

Por lo tanto se tiene
ρP ⊂ σ1

α/2(ΓP∗ ) para P ∈ ξ

y, con ello,

ρ =
⋃
P∈ξ

ρP ⊂
⋃
P∈ξ

σ1
α/2(ΓP∗ ) ⊂ Γ,

conque también σα(γ) ⊂ Γ.
4) Vamos a ver ahora que

mr+1(Γ) ≤ 2(r+1)2 · α−(r+1) ·mr+1(γ).

Por hipótesis de inducción es

mr
(
σrα/2(γt)

)
≤ 2r

2 · 2r

αr
·mr(γt),

aśı que

mr+1(Γ∗) =

∫ ∞
−∞

mr
(
σrα/2(γt)

)
dt ≤ 2r

2+r · α−r ·mr+1(γ).

Además se tiene, como se mostró en el paso 1),

m1
(
σ1
α/2(ΓP∗ )

)
≤ 4

α
m1(ΓP∗ ),

por tanto

mr+1(σα(γ)) ≤ mr+1(Γ) =

∫
Er
m1
(
σ1
α/2(ΓP∗ )

)
dP ≤ 4

α
mr+1(Γ∗) ≤ 2(r+1)2 · α−(r+1) ·mr+1(γ).

Con ello (BF9) queda probado, y hemos demostrado:

Respecto del sistema de todos los paraleleṕıpedos de aristas paralelas a los ejes de Er es válida la
propiedad de densidad.

Aqúı no es esencial, como queda de manifiesto en la prueba, que los ejes sean mutuamente perpendicu-
lares, de modo que la propiedad de densidad sigue siendo válida para el sistema de los paraleleṕıpedos
que son semejantes a uno fijo.
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Más en general, se demuestra fácimente, [lo enunciamos] por ejemplo en el plano, que la propiedad de
densidad es válida para el sistema de todos los poĺıgonos convexos cuyos lados son paralelos a un número
finito fijo de direcciones dadas.

B. Primer ejemplo de un sistema para el que no es válida la propiedad de densidad.

Es muy fácil de manejar el sistema de todos los conjuntos del plano con forma de letra Γ, que están
compuestos por dos rectángulos de lados paralelos a los ejes:

ρ = {(x, y) : x0 < x < X0, y0 < y < Y0; X0 < x < X1, y0 < Y1 < y < Y0}.

Si se considera el cuadrado unidad W , se ve sin dificultad que para 0 < α < 1 el conjunto σα(W ) contiene
la semibanda completa 0 < y < 1, x > 0. Como nuestro sistema con cada conjunto contiene a todos los
homotéticos al mismo, se sigue inmediatamente del criterio II′ que no es válida en él la propiedad de
densidad.

C. El sistema de todos los paraleleṕıpedos.

Ahora demostraremos que la propiedad de densidad no es válida para el sistema de todos los rectángu-
los del plano, de lo cual se deduce inmediatamente el hecho correspondiente para todas las dimensiones
superiores.

Como el sistema con cada conjunto contiene también a todos los homotéticos al mismo, según II′ es
suficiente dar un conjunto χ de medida finita para el cual se tenga12

m
(
σ 1

2
(χ)
)

=∞

1) Sea ABC un triángulo abierto. Duplicamos los lados AB y AC prolongándolos más allá de B y C y
obtenemos de esa manera los puntos B′ y C ′. Entonces, para cada punto Q del triángulo abierto AB′C ′,
más de la mitad del segmento QA está dentro de ABC; entonces hay un rectángulo abierto que contiene
Q, un par de cuyos lados es paralelo a QA, la mitad de cuya área [al menos] está cubierta por ABC. Por
lo tanto

AB′C ′ ⊂ σ 1
2
(ABC).

La siguiente construcción da una sucesión de triángulos AνBνCν cuya unión tiene medida finita, pero la
unión de los correspondientes triángulos AνB

′
νC
′
ν va a tener medida infinita.

2) Se designa con D el triángulo abierto ABC (ver la Figura), cuya base BC está en el eje x y el
vértice A en el semiplano superior. Sea h la longitud de la altura y a la de la base BC; los puntos B′ y
C ′ tienen el mismo significado que arriba en 1).

Sea 0 < h′ < h. Cortamos las rectas y = h + h′, y = h − h′ y y = −(h + h′) con las rectas AB y
AC. Denominamos los puntos de intersección, en el orden que se muestra en la Figura, P , Q, R, S, B′′,
C ′′. Las rectas paralelas PQ y RS cortan los segmentos BC y B′′C ′′ en U , V y U ′′, V ′′ respectivamente.
Designaremos a los triángulos abiertos PUC y SV B como D1 y D2.

Haremos el siguiente uso de esta construcción:
La altura de los triángulos D1 y D2 es h+h′. La longitud del segmento QR es h′

h ·a. Los dos triángulos
SAR y PAQ juntos forman la mitad del paralelogramo PQRS, y por lo tanto

m(D1 ∪D2)−m(D) = h′ · h
′

h
a.

La suma de las longitudes de las bases BV y CU de D1 y D2 es

a+
h′

h
a =

a

h
· (h+ h′).

La unión de los triángulos SB′′V ′′ y PU ′′C ′′ correspondientes a D1 y D2 contiene al AB′′C ′′. El área del
trapecio B′C ′C ′′B′′ es mayor que 2a · h′. Para lo que sigue es esencial la consideración de que esta área
crece linealmente con h′, mientras que m(D1 ∪D2)−m(D) es proporcional a h′

2
.

12El siguiente ejemplo es la recreación de una construcción que ha hecho O. Perron para simplificar la solución
que dio Besicovitch al problema de Kakeya (ver Math. Zeitschr. 28, 1928, 383/6). Casualmente la misma sirve
también para nuestros propósitos.
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3) Comenzamos desde la configuración que acabamos de describir y ponemos, para proceder por
inducción (ν en aν y otros significa siempre un supeŕındice):

D = ∆1 = χ1, a = a1;

D1 = ∆2
1, D2 = ∆2

2, ∆2
1 ∪∆2

2 = χ2;

h = h1, B′ = B1, C ′ = C1, B′′ = B2, C ′′ = C2.

Además tomemos en particular h′ = h
2 , de modo que sea h2 = h + h′ = 3

2h. Denotemos la base del
triángulo ∆i

k con aik. Supongamos que se hayan definido ya los triángulos

∆n
k , k = 1, 2, . . . , 2n−1.

Se establece que sea χn =
⋃
k ∆n

k . La base de ∆n
k está en el eje x y su longitud es ank . Los triángulos ∆n

k

tiene todos la misma altura hn y podemos suponer ciertas las siguientes ecuaciones (correctas para n = 1
y n = 2):

a) hn = h1
(

1 +
1

2
+ . . .+

1

n

)
,

b) an1 + an2 + . . .+ an2n−1 = a1 h
n

h1
,

c) m(χn) = m(∆n
1 ∪ . . . ∪∆n

2n−1) ≤ a1 · h1
(

1 +
1

22
+ . . .+

1

n2

)
− a1 · h1

2
,

d) El conjunto σ 1
2
(χn) contiene al triángulo ABnCn, siendo Bn y Cn los puntos de intersección de

las rectas AB y AC con y = −hn.

El paso (n + 1)-ésimo consiste en lo siguiente: aplicamos la construcción de 2) en cada uno de los

triángulos ∆n
k , tomando ahora h′ = h1

n+1 . Los dos triángulos D1 y D2 se corresponden ahora con ∆n+1
2k−1

y ∆n+1
2k , de bases an+1

2k−1 y an+1
2k . Denotamos su altura común por hn+1. Se tiene

hn+1 = hn + h′ = h1
(

1 +
1

2
+ . . .+

1

n+ 1

)
.

Vamos a probar que también se cumplen para el ı́ndice n + 1 las relaciones b), c) y d). Pongamos de

nuevo χn+1 =
⋃2n

k=1 ∆n+1
k ; se tiene, igual que se demuestra en 2),

an+1
2k−1 + an+1

2k =
ank
hn

hn+1,
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por tanto

2n∑
k=1

an+1
k =

hn+1

hn

2n−1∑
k=1

ank = a1 · h
n+1

h1
.

Además es

m(∆n+1
2k−1 ∪∆n+1

2k )−m(∆n
k ) =

( h1

n+ 1

)2

· a
n
k

hn
,

por lo tanto

m(χn+1) = m

(
2n⋃
k=1

∆n+1
k

)
= m

2n−1⋃
k=1

∆n
k

+m

2n−1⋃
k=1

[
(∆n+1

2k−1 ∪∆n+1
2k ) \∆n

k

]
≤ a1 · h1

(
1 +

1

22
+ . . .+

1

n2

)
− a1 · h1

2
+
( h1

n+ 1

)2

· 1

hn
·

2n−1∑
k=1

ank

= a1 · h1
(

1 +
1

22
+ . . .+

1

(n+ 1)2

)
− a1 · h1

2
.

Finalmente, sean Bn+1 y Cn+1 los puntos de intersección de la recta y = −hn+1 con las rectas AB y

AC. Es evidente que
⋃2n

k=1 σ 1
2
(∆n+1

k ) contiene al triángulo completo ABn+1Cn+1, aśı que también

ABn+1Cn+1 ⊂ σ 1
2

(
2n⋃
k=1

∆n+1
k

)
= σ 1

2
(χn+1).

Con esto los conjuntos χn están definidos para todo n y, dado que χn ⊂ χn+1, se tiene, para χ = ĺımχn,

m(χ) = ĺımm(χn) ≤ a1h1
∞∑
n=1

1

n2
− a1h1

2
.

Por otra parte se tiene
σ 1

2
(χn) ⊂ σ 1

2
(χ),

y como σ 1
2
(χn) contiene el triángulo ABnCn, cuya altura

h1 + hn = h1

(
1 +

n∑
ν=1

1

ν

)
tiende a ∞, el sector interior completo del ángulo formado por las semirrectas AB y AC está contenido
en σ 1

2
(χ). Hemos encontrado aśı:

Para el sistema de todos los paraleleṕıpedos rectangulares de Er (r ≥ 2) no es válida la propiedad de
densidad.

Notas.

a) La manera en que concluimos la demostración de la necesidad de la condición (BF7) proporciona
un procedimiento para construir, a partir de los conjuntos χn, un conjunto medible acotado que tiene
densidad positiva respecto del sistema de los rectángulos en un conjunto de medida positiva disjunto con
él.

b) Refiriéndonos de nuevo a 1) y 2), nos damos cuenta de que cada punto del triángulo ABνCν está en
un rectángulo que tiene dos lados paralelos a uno de los lados del ángulo BAC. Si (W ) es un conjunto
de rectas que pasan por A que es denso en BAC, este rectángulo también se puede elegir de modo que
el par de lados mencionado sea paralelo a una dirección conveniente de (W ). Como el ángulo BAC no
está sometido a ninguna restricción, vemos que:

La propiedad de densidad no es válida siquiera respecto del sistema de los rectángulos que tienen
dos de sus lados paralelos a una cualquiera de las rectas de un conjunto de rectas denso en un
sector angular arbitrario.
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§3.

La derivación de las integrales indefinidas con integrando acotado.

La función de conjunto ϕ(χ) se dice derivable en el punto P respecto de R, cuando para cada sucesión
{ρk} de R que se contrae a P existe el ĺımite

ĺım
k→∞

ϕ(ρk)

m(ρk)
.

Suponemos de entrada que para el sistema R vale la propiedad de densidad, y queremos averiguar
qué se puede concluir de ello sobre la derivabilidad de las funciones de conjunto aditivas absolutamente
continuas o, lo que es lo mismo13, de las integrales indefinidas de Lebesgue. La propia propiedad de
densidad responde a esa pregunta para las funciones medibles que solo toman los valores 0 y 1.

Sea f(P ) una función integrable y Mα,β , α < β, el conjunto de los puntos para los cuales es α ≤
f(P ) < β,

Mα,β = {P : α ≤ f(P ) < β}.

Sea Nα,β el conjunto de los puntos de Mα,β en los que la densidad inferior de Mα,β es menor que 1. Nα,β
tiene medida cero. Pongamos

Nf =
⋃
α<β

Nα,β ,

donde (α, β) recorre todos los pares de números racionales que cumplen α < β.
Como una sencilla consecuencia de la propiedad de densidad resulta: Si f(P ) es acotada, entonces la

integral
∫
χ
f(P ) · dP es derivable en todo punto Q que no pertenece al conjunto de medida nula Nf , y su

derivada alĺı tiene el valor f(Q).

Pues sea, a saber, |f(P )| < C, α < β números racionales, Q un punto de Mα,β que no pertenece a
Nf ; sea M ′α,β el conjunto complementario de Mα,β y ρk una sucesión arbitraria de R que se contrae a Q.
Entonces es

−C ·m(M ′α,β ∩ ρk) + α ·m(Mα,β ∩ ρk) ≤
∫
ρk

f(P ) dP ≤ β ·m(Mα,β ∩ ρk) + C ·m(M ′α,β ∩ ρk),

de lo que sigue

α ≤ ĺımk→∞

∫
ρk
f(P ) dP

m(ρk)
≤ β.

Según esto, la integral de una función acotada es derivable, en particular, respecto de los intervalos.
Podemos formular este resultado, en la forma acostumbrada, como un teorema acerca de la función de
punto

F (x1, . . . , xr) =

∫ x1

0

∫ x2

0

· · ·
∫ xr

0

f(X) dX, |f(x)| < C.

Consideremos los cocientes diferenciales mixtos de orden r de la función F (x1, . . . , xr) en el punto X =
(x1, . . . , xr); se pueden escribir en la forma integral

∆rF (x1, . . . , xr)

h1 · · ·hr
=

1

h1 · · ·hr

∫ x1+h1

0

· · ·
∫ xr+hr

0

f(X) dX;

para r = 2, por ejemplo, es

∆2F (x1, x2)

h1 · h2
=
F (x1 + h1, x2 + h2)− F (x1 + h1, x2)− F (x1, x2 + h2) + F (x1, x2)

h1 · h2
.

Para la formación de estos cocientes diferenciales, geométricamente hablando, se utiliza un intervalo
del que X es un vértice. Estos intervalos forman, en el punto X, una familia de conjuntos regular (en el
sentido anteriormente visto) con respecto al sistema de los intervalos, aśı que respecto de ella se puede

13Para probar esto, como es sabido, solo se necesita la más sencilla derivación según los conjuntos de una red
de mallas cuadradas encajadas, cf. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue . . . , Paris 1916, p. 61 ss.
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derivar. Pero eso significa que existe en casi todo punto y a saber, en el sentido de los ĺımites r-ples, la
derivada mixta de orden r, F(xν1 ,...,xνs ), como valor ĺımite de los cocientes diferenciales considerados.

La existencia de este ĺımite no resulta del procedimiento habitual, donde se presupone que los intervalos
según los cuales se puede derivar son regulares respecto de los cubos, porque para ello las proporciones
hi : hk debeŕıan estar acotadas.

La existencia del ĺımite doble

ĺım
h1→0
h2→0

1

h1h2

[
F (x1 + h1, x2 + h2)− F (x1 + h1, x2)− F (x1, x2 + h2) + F (x1, x2)

]
hace innecesaria, cuando se conoce la existencia de las derivadas parciales primeras ∂F

∂x y ∂F
∂y , una demos-

tración particular de la existencia e igualdad de las derivadas parciales cruzadas ∂2F
∂x ∂y y ∂2F

∂y ∂x .

Análogamente, en r dimensiones, existen en casi todo punto las derivadas mixtas de orden s
(s ≤ r), y se tiene

∂sF

∂xν1 · · · ∂xνs
= F(xν1 ,...,xνs ), νi 6= νk para i 6= k, (BF13)

donde la derivada en el lado derecho está definida como ĺımite s-ple de los correspondientes
cocientes diferenciales. (Aqúı queda incluida, por supuesto, la permutabilidad entre derivadas por la
izquierda sucesivas.)

Cuando se conoce que existen, salvo en un conjunto de medida r-dimensional nula, las derivadas
F(xν1 ,...,xνs ) (νi 6= νk para i 6= k) para todo s ≤ r, se deduce también de conocidos teoremas sobre
ĺımites la existencia de las derivadas iteradas y la igualdad (BF13). Pero además, para probar que
F(xν1 ,...,xνs ), para s < r, existe en casi todo punto, basta saber que el el conjunto donde F(xν1 ,...,xνs )

no existe es r-dimensional medible. Porque su sección con todos los hiperplanos s-dimensionales paralelos
a (xν1 , . . . , xνs), en los que F es absolutamente continua, tiene medida s-dimensional cero. Consideramos
los cocientes diferenciales de orden s, a través de cuyo ĺımite queda definida F(xν1 ,...,xνs ), y construimos
el conjunto de los puntos en los que el ĺımite superior es distinto del inferior. Obviamente está permitido
limitarse a racionales crecientes hν1 , . . . , hνs . Podemos ordenar todas las combinaciones de racionales
(hν1 , . . . , hνs) tales que

∑s
i=1 h

2
νi <

1
n en una sucesión y formar la correspondiente sucesión de cocientes

diferenciales. Sean Ln(P ) y ln(P ) sus ĺımites superior e inferior. Como ambas sucesiones Ln(P ) y ln(P )
son monótonas, repectivamente decreciente y creciente, existen L(P ) = ĺımLn(P ) y l(P ) = ĺım ln(P ). Las
funciones L(P ) y l(P ) son medibles y por consiguiente lo es también el conjunto donde es L(P ) > l(P );
que consta exactamente de los puntos en los que el cociente diferencial no tiene ĺımite.

§4.

Derivación de una integral indefinida cualquiera.

En este parágrafo va a quedar demostrado que de la propiedad de densidad no se sigue la derivabi-
lidad de la integral de una función integrable cualquiera, ya sea por ejemplo respecto del sistema de los
intervalos.

Con este objetivo demostramos el siguiente teorema, análogo al criterio II′:

Supongamos que el sistema R contiene con cada conjunto ρ también todos los conjuntos homotéticos
al mismo. Una función de conjunto aditiva absolutamente continua es derivable respecto de R si y solo
si para cualesquiera números positivos a1, . . . , an y cualesquiera conjuntos medibles acotados disjuntos
dos a dos χ1, . . . , χn, el conjunto s, unión de todos los conjuntos ρ de R tales que

n∑
ν=1

aν ·m(χν ∩ ρ) > m(ρ) (BF14)

satisface la condición

m(s) < C ·
n∑
ν=1

aν ·m(χν), (BF15)
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donde C depende solamente del sistema R.

1) Suficiencia. Notemos que (BF15) es esencialmente más fuerte que (BF7), luego la propiedad de
densidad es válida para R. Evidentemente basta considerar la integral de una función integrable positiva;
sea

ϕ(χ) =

∫
χ

f(P ) dP, f(P ) > 0,

la función a examinar: sea χν el conjunto de los puntos que cumplen ν − 1 ≤ f(P ) < ν,

χν = {P : ν − 1 ≤ f(P ) < ν}.

Entonces la serie
∑∞
ν=1 ν ·m(χν) es convergente. Sea sn0,ε la unión de los conjuntos ρ de R tales que

∞∑
ν=n0

ν ·m(χν ∩ ρ) > ε ·m(ρ), ε > 0.

Para ε fijo los conjuntos sn0,ε decrecen [respecto de la inclusión] monótonamente; la intersección, dado
(BF15)14, es un conjunto de medida nula. Formamos la unión N de estos conjuntos de medida nula para
ε = 1

2 ,
1
3 , . . . . Sea Nf el conjunto de medida nula correspondiente a f definido en la página 15. Vamos a

probar ahora esto: Si P /∈ Nf ∪N , entonces para cada sucesión {ρk} de R que se contrae a P , se tiene

ĺım
k→∞

ϕ(ρk)

m(ρk)
= f(P ).

Elijamos, para ε fijo, el número n0 lo suficientemente grande como para que P no pertenezca ya a
sn0,ε. Entonces se tiene

ϕ(ρk)

m(ρk)
=

∑n0−1
ν=1 ϕ(ρk ∩ χν)

m(ρk)
+

∑∞
ν=n0

ϕ(ρk ∩ χν)

m(ρk)
.

La elección de n0 implica que el segundo sumando del lado derecho es a lo sumo igual a ε. Por otro lado
se sigue de la propiedad de densidad que el primer sumando tiende a f(P ) cuando k crece.

2) Necesidad. La argumentación es exactamente como en la prueba de la necesidad de II. Si (BF15) no
se cumple, entonces para cada n existen ciertos números an1 , . . . , anνn , que obviamente pueden suponerse
mayores que 1, y ciertos conjuntos medibles acotados y disjuntos dos a dos χn1 , . . . , χnνn , tales que existe
un conjunto medible y acotado sn, que es la unión de los conjuntos ρ de R tales que∑

i

ani ·m(ρ ∩ χni ) > m(ρ), (BF16)

y satisface la desigualdad

m(sn) > 4n ·
∑
i

ani ·m(χni ). (BF17)

Sea

h(P ; sn) =

{
ani para P ∈ sn ∩ χni ,

0 en otro caso.
(BF18)

Entonces es ∫
sn
h(P ; sn) dP =

n∑
i

ani ·m(sn ∩ χni ) <
1

4
·m(sn), (BF19)

y cada punto de sn pertenece a un conjunto ρ de R tal que∫
ρ

h(P ; sn) dP > m(ρ). (BF20)

Mediante transformaciones de semejanza se define h(P ; τ) para todos los conjuntos τ homotéticos a
sn. Las desigualdades (BF19) y (BF20) se transmiten a h(P ; τ), ya que R contiene con un conjunto ρ

14De la validez de (BF15) para un número finito cualquiera de conjuntos χν se sigue inmediatamente la validez
también para una familia χν numerable (eventualmente con “≤” en lugar de “<”).
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a todos los homotéticos a ρ. De acuerdo con el teorema auxiliar de la pág. 5, podemos cubrir el cubo
unidad W con conjuntos snj homotéticos a sn de manera que se cumpla

d(snj ) <
1

n
,
∑
j

m(snj ) ≤ 2, m
(⋃
j

snj

)
= 1.

Pongamos además

fn(P ) =
∑
j

h(P ; snj ).

Como se verifican (BF17) y (BF19), fn es integrable y∫
W

fn(P ) dP <
1

4n

∑
j

m(snj ) ≤ 2

4n
.

Entonces la función f =
∑∞
n=1 f

n es también integrable y∫
W

f(P ) dP < 2

∞∑
n=1

1

4n
=

2

3
.

Como hemos supuesto que todos los ani eran mayores que 1, la función f tendrá al menos el valor 1
cuando no se anule. Por lo tanto el conjunto de puntos donde f > 0 tiene medida a lo sumo 2/3. Por otro
lado, a excepción de un conjunto de medida nula, cada punto Q de W para cada n está en un snj , por
tanto también en un conjunto ρ de R tal que (cf. (BF20))∫

ρ

f(P ) dP ≥
∫
ρ

h(P ; snj ) dP > m(ρ).

Como para el diámetro se tiene

d(snj ) <
1

n
,

estos conjuntos ρ se contraen a Q; la derivada superior de la función f respecto de R es por consiguiente
igual a 1 en casi todo punto de W , mientras que f se anula como mı́nimo en un subconjunto de W de
medida 2/3, con lo cual la proposición queda probada.

Es bien conocido que toda función absolutamente continua se puede derivar respecto de R si para el
sistema R es válida la propiedad o teorema de recubrimiento de Vitali. De esto debe seguirse por lo tanto
la condición (BF15). Entonces la demostración de la necesidad que hemos dado prueba ahora que si no
se cumple (BF15), entonces el sistema R no puede satisfacer la propiedad de Vitali. De los conjuntos ρ
análogos a los de aquella demostración se puede extraer una sucesión que se contrae, a saber, a casi todo
punto de W . Sin embargo: Como quiera que se elija una familia numerable de conjuntos disjuntos dos a
dos de entre los ρ, su unión siempre tendrá medida a lo sumo 2/3. Sean ρν cualesquiera, [mutuamente]
disjuntos, de aquellos conjuntos ρ con cuya unión se definió sn. Para ellos es válida (BF16), de donde
según (BF17) se sigue

m
(⋃
ν

ρν
)

=
∑
ν

m(ρν) <
∑
i

∑
ν

ani ·m(ρν ∩ χni ) <
∑
i

ani ·m(χni ) <
1

4n
·m(sn).

Esta estimación vale para cada sistema de conjuntos ρ en un snj cualquiera. Para un sistema arbitrario
de conjuntos ρ disjuntos dos a dos también vale

m
(⋃

ρ
)
<
∑
n

1

4n

∑
j

m(snj ) =
∑
n

2

4n
=

2

3
.

Pero para probar (BF15) no hace falta el desv́ıo a través del teorema de Vitali. Porque se ve muy
fácilmente:

Si ρ es un conjunto cualquiera del sistema R, d(ρ) su diámetro, U(ρ) el conjunto de los puntos cuya
distancia a ρ es menor que 2 · d(ρ), y se cumple

m(U(ρ))

m(ρ)
< β, (BF21)
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donde β denota un número independiente de ρ, entonces el sistema R cumple la condición (BF15).

Sistemas de este tipo los forman, por ejemplo, las esferas, los cubos y además todos los paraleleṕıpedos
rectangulares en los que las proporciones entre las longitudes de las aristas están acotadas.

Sea s la unión, definida como arriba, de los ρ que cumplen (BF14). Probaremos que se cumple (BF15)
con C = β, usando una idea que aparece también en la demostración usual del teorema de Vitali. De
entre los ρ que forman s, elegimos una sucesión ρ′1, ρ′2, . . . , que cubra s. Tomamos ρ1 = ρ′1, y designamos
con ρ2 al primer ρ′ν de la sucesión que no esté contenido en U(ρ1). En general sea ρn+1 el primer ρ′j de la

sucesión ρ′ν que no esté contenido en
⋃n
ν=1 U(ρν). Aśı obtenemos una sucesión U(ρn) cuya unión cubre

s. Consideremos que ya hemos eliminado de esta sucesión cada U(ρi) que esté contenido completamente
en otro. Entonces los ρν serán disjuntos dos a dos. Porque para n > m el conjunto ρn contiene un punto
que está fuera de U(ρm). Si ρn contuviera también un punto de ρm, se tendŕıa d(ρn) ≥ 2 · d(ρm). Por lo
tanto U(ρn) contendŕıa todos los puntos que están a menos de 4 ·d(ρm) de distancia de P ; pero un punto
de U(ρm) está a lo sumo a distancia 3 ·d(ρm) de P , con lo que seŕıa U(ρm) ⊂ U(ρn). Por lo tanto se tiene

m
(⋃
i

ρi

)
=
∑
i

m(ρi) >
1

β

∑
i

m(U(ρi)) ≥
1

β
m
(⋃
i

U(ρi)
)
≥ 1

β
m(s).

Por otra parte, dado (BF14) y que los ρi son disjuntos,∑
i

m(ρi) <
∑
ν

∑
i

aν ·m(χν ∩ ρi) ≤
∑
ν

aν ·m(χν),

con lo cual queda demostrado que

m(s) < β
∑
ν

aν ·m(χν).

Generalmente es más fácil determinar que no se cumple la relación (BF15) para un sistema R, por
ejemplo es inmediato verlo para el sistema de los rectángulos de lados paralelos a los ejes en el plano. Si
W denota un cuadrado de lados paralelos a los ejes, para este sistema se tiene

m
(
σ 1
n

(W )
)

= (4n · log n+ 1) ·m(W ).

Aśı que para χ1 = W , a1 = n, χν = ∅ para ν > 1, (BF15) no se cumple15.

Tampoco se pueden derivar respecto del sistema de los rectángulos de lados paralelos a los ejes, en
general, las integrales indefinidas de funciones no acotadas, o, en otras palabras: Cuando la función
f(x, y) no es acotada, no tiene por qué existir la derivada segunda mixta F(x,y) de la función

F (x, y) =

∫ x

0

∫ y

0

f(ξ, η) dξ dη

en el sentido del ĺımite doble.

Adición durante la corrección de pruebas.

Después de completar el trabajo hemos notado que algunas declaraciones de la Introducción quedan
desactualizadas por el nuevo libro de S. Saks: Théorie de l’Intégrale, Warzawa 1933. La propiedad de
densidad para el sistema de los intervalos ya ha sido probada por el sr. Saks (cf. p. 231 s.). Además el sr.
Saks también ha señalado que la integral de integrandos no acotados no tiene por qué ser diferenciable
según los intervalos; tenemos que agradecer una prueba, basada en el concepto de categoŕıa de Baire,
que refuerza esta declaración, a una amistosa comunicación por carta del Sr. Saks. Finalmente hay que
mencionar que también según una nota de O. Nikodym a un ejemplo de A. Zygmund diseñado para otros
fines, se puede concluir que la propiedad de densidad no es válida para el sistema de todos los rectángulos
del plano (cf. p. 232 del libro citado).

Copenhague, 30 de noviembre de 1933.

15Con esto se demuestra de nuevo que para el sistema de los rectángulos de lados paralelos a los ejes no vale la
propiedad de Vitali.
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I. V. Pavlov, A. V. Skorikov

ESPACIOS Lp CON NORMA MIXTA

EN EL TORO INFINITO-DIMENSIONAL

1. Introducción. El propósito de este trabajo es presentar el estudio de los espacios Lp con norma mixta
de funciones definidas en un producto cartesiano infinito y por lo tanto dependientes de un número infinito
de variables. En el caso de un producto cartesiano finito son bien conocidos los espacios de funciones con
norma mixta y sus aplicaciones a los teoremas de inmersión ([PS-1]1—[PS-4] et al.). Los resultados
principales de este estudio establecen las condiciones sobre el comportamiento de las coordenadas pk
cuando k → ∞ en el vector p = (p1, p2, . . .) bajo las cuales son válidos los teoremas ordinarios de
convergencia monótona en Lp y la convexidad uniforme de estos espacios.

Como producto cartesiano, elegimos un toro de dimensión infinita T∞ =
∏∞
k=1 Tk, donde Tk = T ,

la circunferencia unidad. En nuestra opinión este es uno de los casos más importantes, porque en T∞

es natural plantear preguntas acerca de la acotación del operador de Riesz vectorial (introducido por
primera vez en [PS-5]), de los teoremas de inmersión (para el espacio ordinario Lp(T

∞) A. D. Bendikov
ha obtenido algunos resultados recientemente) y sobre la conexión con procesos probabiĺısticos (resultados
en esta dirección fueron reportados por los autores en marzo de 1984 al XVIII Coloquio de Probabilidad
y Estad́ıstica matemática, y serán objeto de otra publicación).

2. Definición de espacio Lp(T
∞) y alguna de sus propiedades. Sea Tk = T la circunferencia unidad con-

siderada como grupo topológico (k = 1, 2, 3, . . .), Tn :=
∏n
k=1 Tk, T∞ :=

∏∞
k=1 Tk, T∞−n :=

∏∞
k=n+1 Tk,

y dxk, νn, ν, ν∞−n las medidas de Haar respectivamente en los grupos Tk, Tn, T∞, T∞−n.
Mediante Lp(T

n) (o bien Lp(T
∞)) denotaremos el espacio de las funciones definidas en Tn (o respec-

tivamente en T∞) de p-ésima potencia integrable respecto de la medida νn (o bien respecto de ν). Sea
εn la medida de Dirac en el origen de Tn.2 Consideremos en T∞ las medidas

νn := εn ⊗ ν∞−n (n = 1, 2, 3, . . .),

singulares respecto de la medida ν. Las medidas νn nos permiten construir una aproximación de las
funciones de un número infinito de variables mediante funciones que dependen de un número finito de
variables.

Proposición 1.

1) Si f ∈ Lp(T∞), entonces f ∗ νn ∈ Lp(Tn) ⊂ Lp(T∞) (1 ≤ p ≤ ∞).

2) ‖f‖p = supn ‖f ∗ νn‖p = ĺımn→∞‖f ∗ νn‖p y f ∗ νn → f ν-a.e.

3) f ∗ νn → f en Lp(T
∞) si 1 ≤ p <∞.

Estas circunstancias3, aśı como los resultados de [PS-1], conducen a la siguiente definición:

Definición 1. Sea p = (p1, p2, . . .) un vector de dimensión infinita donde 1 ≤ pk ≤ ∞ (k = 1, 2, 3, . . .).
Denotemos por pn = (p1, . . . , pn) y supongamos que L1(T∞). El conjunto de las funciones f tales que
‖f‖p := supn ‖f ∗ νn‖pn <∞, donde

‖f ∗ νn‖pn := ‖ · · · ‖ ‖f ∗ νn(x1, . . . , xn−1, xn)‖pn,xn‖pn−1,xn−1 · · · ‖p1,x1 ,

1Las citas son a las referencias listadas al final del propio art́ıculo.
2Es decir, εn(A) = 0 si 0 /∈ A, εn(A) = 1 si 0 ∈ A.
3Son los teoremas de Jessen.
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aśı como

‖g(x1, . . . , xk)‖pk,xk :=


(∫

Tk
|g(x1, . . . , xk)|pk dxk

)1/pk
, pk <∞;

ess supxk∈Tk |g(x1, . . . , xk)|, pk =∞,

es el espacio con norma mixta que se denota como Lp(T
∞) = Lp.

Se verifica la siguiente:
Proposición 2.

1) Si pk = p (k = 1, 2, 3, . . .), entonces Lp = Lp(T
∞).

2) Para todo n se cumple la desigualdad ‖f ∗ νn‖pn ≤ ‖f ∗ νn+1‖pn+1 y, por lo tanto,

‖f‖p = ĺım
n→∞

‖f ∗ νn‖pn ;

3) El espacio Lp es un espacio ideal normado ([PS-6], p. 95). Es decir, si f ∈ Lp y |g| ≤ |f |, entonces
‖g‖p ≤ ‖f‖p.4

De acuerdo con el apartado 3) de esta proposición es natural considerar que si f /∈ Lp, entonces
‖f‖p = ‖ |f | ‖p =∞.

Teorema 1. Supongamos que 1 ≤ pk ≤ ∞, k = 1, 2, 3, . . ., y sea q = (q1, q2, . . .) el vector tal que
1
pk

+ 1
qk

= 1, k = 1, 2, 3, . . .. Entonces

‖f‖p = sup
g∈Mq

∫
T∞
|fg| dν = sup

g∈Mq

∫
T∞

fg dν,

donde f es una función medible en T∞ y Mq es el conjunto de las funciones finitas y que dependen solo
de un número finito de variables y tales que ‖g‖q = 1.

A partir del Teorema 1, aplicando los resultados [PS-6], Thm. IV.3.7 [p. 105] y Lem. IV.3.4 [p. 98],
obtenemos:

Corolario 1. En el espacio Lp se cumple la condición (B) ([PS-6], p. 99)5: Si la sucesión (fn) ⊂ Lp,
fn ≥ 0 es monótona creciente a.e. y se tiene supn ‖fn‖p <∞, entonces existe una función f ∈ Lp tal que
fn ↑ f a.e.

Corolario 2. En el espacio Lp se cumple la condición (C) ([PS-6], p. 98)6: Si 0 ≤ fn ↑ f a.e. y
f ∈ Lp, entonces ‖fn‖p → ‖f‖p.

Corolario 3. En el espacio Lp se cumple la propiedad de Fatou: Si fn, f ∈ Lp y fn → f en medida
ν, entonces

‖f‖p ≤ ĺım inf
n→∞

‖fn‖p.

Además se sigue de [PS-6], Thm. IV.3.4, p. 99, que Lp es un espacio de Banach.

4Sea (T,M, µ) un espacio de medida σ-finita y sea S = S(T,M, µ) el espacio de las funciones medibles en
(T,M, µ), reales o complejas. Para x, y ∈ S, la notación |x| ≥ |y| significa que |x(t)| ≥ |y(t)| µ-a.e. Un espacio
ideal es un subespacio X de S tal que

x ∈ X, y ∈ S, |y| ≤ |x| implican y ∈ X.

Una norma ‖ · ‖ en un espacio ideal X se llama monótona si x, y ∈ X, |x| ≤ |y| implican ‖x‖ ≤ ‖y‖. Un espacio
ideal normado es un espacio ideal equipado con una norma monótona.

5Un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma monótona completa, o que satisface la condición
(B), si

0 ≤ xn ↑, xn ∈ X (n ∈ N), sup ‖xn‖ <∞

implican xn ↑ x, para un cierto x ∈ X.
6Un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma semicontinua respecto del orden, o que satisface la

condición (C), si

0 ≤ xn ↑ x ∈ X implica ‖xn‖ → ‖x‖.
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Consideramos ahora la cuestión de cuándo se cumple en el espacio Lp la condición (A) [PS-6], p. 987,
es decir, cuándo, de fn ↓ 0 a.e., fn ∈ Lp, se deduce ‖fn‖p ↓ 0.

Teorema 2. La condición (A) se cumple en cada uno de los casos siguientes:

1)

∞∏
k=1

pk <∞; 2) sup
k
pk <∞ y ĺım inf

k→∞
pk > 1.

Veamos, por otra parte, que si supk pk = ∞ la condición (A) no se cumple en Lp. Si existe un k tal
que pk = ∞ eso es trivial. Suponer que pk < ∞ para todo k = 1, 2, 3, . . .; podemos suponer, sin perder
generalidad, que

∏∞
k=1

(
1 − 1

pk

)
> 0. Consideremos subconjuntos Ak ⊂ Tk cuyas medidas de Haar sean

ak =
(
1− 1

pk

)pk . Sean entonces

Bn :=

n∏
k=1

Ak ×
∞∏

k=n+1

Tk, fn = IBn .

Por un lado, ν(Bn) =
∏n
k=1 ak ↓ 0 ya que ak → e−1 < 1, y por tanto fn ↓ 0 a.e. Y por otro lado,

‖fn‖p =
n∏
k=1

a
1/pk
k =

n∏
k=1

(
1− 1

pk

)
>
∞∏
k=1

(
1− 1

pk

)
> 0.

Corolario 4. Si se cumple alguna de las condiciones del Teorema 2, entonces Lp tiene las siguientes
propiedades:

1) Lp es separable.8

2) Si f ∈ Lp, entonces f ∗ νn → f en Lp.

3) L∗p = Lq (con el mismo vector q que en el Teorema 1).

3. Resultados adicionales. Son válidas las siguientes afirmaciones:

Teorema 3. El espacio Lp es uniformemente convexo9 si y solo si se cumple que

sup
k
pk <∞ y ı́nf

k
pk > 1.

Teorema 4. Supongamos que fn, f ∈ Lp y que ‖fn‖p → ‖f‖p. Supongamos que se cumple una de las
condiciones siguientes:

1) fn → f débilmente, supk pk <∞ e ı́nfk pk > 1;

2) fn → f a.e., supk pk <∞ e ı́nfk pk > 1;

3) fn → f a.e.,
∏∞
k=1 pk <∞.

Entonces, ‖f − fn‖p → 0.

Teorema 5. Sea K un subconjunto de funciones de Lp y supongamos que se cumplen las dos condi-
ciones siguientes:

1) supf∈K ‖f‖p <∞;

7Un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma continua respecto del orden, o que satisface la
condición (A), si

xn ↓ 0 implica ‖xn‖ → 0.

8V. [PS-6], Thm. IV.3.3, p. 98.
9Un espacio de Banach es uniformemente convexo si para todo ε, 0 < ε ≤ 2, existe un δ(ε) > 0 tal que

‖x‖ = ‖y‖ = 1 y ‖x − y‖ ≥ ε implican ‖(x + y)/2‖ ≤ 1 − δ (J. A. Clarkson, Uniformly convex spaces. Trans.
Amer. Math. Soc. 40(1936), 396–414).
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2) para todo ε > 0 existe un entorno V de cero en T∞ tal que

‖f(x+ y)− f(x)‖p,x < ε para toda f ∈ K, todo y ∈ V .

Entonces, el conjunto K es relativamente compacto en Lp.

El rećıproco es cierto cuando se cumple alguna de las condiciones del Teorema 2.

Para terminar los autores agradecen a S. F. Samko y a A. N. Shiryaev por la atención que ha prestado
a nuestro trabajo, y también a A. D. Bendikov por diversas discusiones útiles.

En Rostov del Don Recibido el 07/06/1984
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General Topology, D. van Norstrand Co. Inc., New York, 1955, reimpresa: Graduate Texts in Mat-
hematics 27, Springer-Verlag, 1975.)

[75] Knopp, K., Theory and Application of Infinite Series. Reprint Dover Pub. Inc., New York, 1990.

[76] Kolmogoroff, A., Sur les fonctions harmoniques conjuguées et les séries de Fourier. Fundamenta
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